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7.1.1 线速度和角速度的传递

⚫  点Q以线速度BVQ相对于坐标系{B}运动

⚫  {B}的原点以线速度AVBoRG相对于坐标系{A}运动

⚫  {B}以角速度A贝B绕坐标系{A}运动

⚫  线速度的传递关系为：

AVQ =  AVBoRG +  RBVQ+  A贝 B ×  RBQB
A

B
A

⚫  坐标系 C 以角速度B贝C绕坐标系 B 运动

⚫    B 以角速度A贝B绕坐标系 A 运动

⚫  坐标系 C 绕坐标系{A}运动的角速度为： 

A贝C = A贝B + RB贝CB
A

注意： 需要用到角速度A贝B

7.1 速度和加速度的传递



7.1.2 线加速度的传递

⚫  线加速度的传递可通过对线速度传递关系式的求导获得

⚫  特殊情况：坐标系{A}的原点和坐标系{B}的原点重合，有：

AVሶ
Q  =   RBVሶQ+ AnB ×  RBVQ+ AnሶB ×  RBQ + AnB ×    RBVQ+ AnB ×  RBQ  

=   RBVሶQ+ 2AnB ×  RBVQ+ AnሶB ×  RBQ + AnB ×  AnB ×  RBQ B
A

B
A

B
A

B
A

B
A

B
A

B
A

B
A

B
A

dt

⚫  同理有：     RBVQ    =   RBVሶQ+ AnB ×  
RBVQ

B
A

B
A

B
A

AVሶ
Q  =        RBVQ    + 

AnሶB ×  RBQ + 
A
nB ×        RBQ B

A
B

A
B
A

⚫ 注意到：AV              RBQ  =   RBVQ+ AnB ×  
RBQ

B
A

B
A

7.1 速度和加速度的传递

AVQ  =    RBVQ+  AnB ×   
RBQ

B
A

B
A

求导



7.1.2 线加速度的传递

⚫  一般情况：如果坐标系{A}的原点和坐标系{B}的原点不重合

⚫  需加上{B}原点的线加速度

AVሶQ  = AVሶBORG +  RBVሶQ+ 2AnB ×  RBVQ+ AnሶB ×  RBQ + AnB ×

⚫  如果矢量B
 Q保持不动

⚫   即： BVQ  = 0, BVሶQ  = 0

B
A

B
A

B
A

7.1 速度和加速度的传递

AVሶ
Q  = AVሶBORG  + AnሶB  ×  RBQ + AnB  

×
B

A AnB ×   RBQ B
A

AnB ×   RBQ B
A



A ሶ
C
 = A ሶB

 +  
d
  ARB  C 

A ሶC = A ሶB + RB ሶC + A  B × RB  

C

B
A

B
A

7.1.3 角加速度的传递

⚫  类似的，角加速度的传递关系可以通过对角速度传递关系式求导得到

dt B

    RB  C  = RB ሶ C + A  B × RB  CB
A

B
A

B
A

7.1 速度和加速度的传递

A  C = A  B + RB  CB
A

求导



⚫  考虑多个质点连接形成刚体

⚫  设质点i的质量为mi ，则刚体的总质量m = σimi

⚫  考虑该刚体的联体坐标系{B}。在惯性坐标系{U}中， 有：                 

UVi =  UVBORG +  UQB ×  RBPi

⚫  UVi表示质点i在{U}中的速度

⚫  对速度求导获得其加速度：

UVሶi = UVሶBORG + UQሶB × RBPi + UQB × UQB × RBPi                

⚫  注意：由于是刚体， BPሶi = 0

⚫  作用在质点i上的力：

U
 fi  = mi UVሶi = mi  UVሶBORG + UQሶB × RBPi + UQB × UQB × RBPi  B

U
B

U

B
U

B
U

B
U

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程



= ⃞ mi RBPi × UVሶ
BORG + ⃞ mi RBPi ×

+  ⃞ mi RBPi × UQB × UQB ×  RBPi  B
U

B
U

B
U

B
U

U
 
BN
 = ⃞

i

U
 
BNi  = ⃞

i
 mi RBPi × 

UVሶ BORG + 
UQሶ

B × RBPi + UQB ×B
U

B
U

⚫  作用在质点i上的力矩：

U
 BNi  = RBPi × U

 fi  = mi RBPi 

×

B
U

B
U

UQሶ
B × RBPi B

U

UVሶ
BORG + UQሶB × RBPi + UQB 

×
B

U

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

注意叉乘不满足乘 
法结合律，不能将 
后面的括号去掉

⚫  作用在整个刚体上的总力矩：

i                                                       i

UQB ×  RBPi B
U

UQB ×  RBPi B
U

i



σimi RBPi × UVሶBORG = 0

⚫  总力矩可简化为：

U
 
CN
 =  ⃞

i
mi RCPi × 

UQሶ
C × RCPi  +  ⃞

i
 mi RCPi × UQC × UQC ×  RCPi  

⚫  计算U
 CN 在坐标系{C}中的表示：

C CN =  CN =  RU CN 

=  R ⃞ mi RCPi × UQሶ
C × RCPi  +  ⃞ mi RCPi × UQC × UQC ×  RCPi    C

U
C
U

C
U

C
U

U
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U
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C
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C
U

C
U

C
U

B
U

⚫  如果将联体坐标系{B}的原点选在刚体质心上，则有： ⃞
i
miBPi =  0

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

⚫  为强调联体坐标系原点在刚体质心上这一情况，下面用{C}替代{B}

i                                                                        i



= ⃞ mi CPi ×  R UQሶC × RCPi   = ⃞ mi CPi ×  RUΩሶC × R RCPi 

i                                            i

= ⃞
i
 −mi CP CP 

C

 
UQሶ

C  = ⃞
i
 −mi CP 2C仙ሶ C

⚫ 遵循之前符号规则，这里用仙ሶ C = UQሶC ，表示该 (联体) 质心坐标系在惯性坐标系 U 中的角加速 

度

i^îî

C
U

U
C

U
C

C
U

U
C

i                                                   i

= ⃞ mi CPi × 
C

 
UQሶ

C  × CPi  = ⃞ −mi CPi × CPi × 
C

 
UQሶ

C  

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

⃞
i
mi RCPi × 

UQሶ
C ×  RCPiC

U
C

U
=  ⃞ mi R RCPi ×C

U
U
C R UQሶ

C × RCPiC
U

U
C

⚫  CN的第一项

RU
C

i



R ⃞ mi RCPi ×  UQC ×  UQC ×  RCPi    

=  ⃞ mi R RCPi ×  R UQC × UQC ×  RCPi   

= ⃞ mi CPi ×  RUQC × R UQC × RCPi  

= ⃞ mi CPi × 
C
 UQC  ×  RUQC × R RCPi  

= ⃞ mi CPi × 
C
 UQC  × 

C
 UQC  × CPi  

= ⃞ −mi C UQC  × CPi × CPi × 
C
 UQC   

= ⃞ −mi C仙  CP 
2
 
C仙C

i^C^

C
U

U
C

U
C

C
U

U
C

U
C

C
U

U
C

C
U

U
C

C
U

C
U

U
C

⚫ 遵循之前符号规则，这里 

用仙C = UQC，表示该(联 
体)质心坐标系在惯性坐 
标系 U 中的角速度

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

⚫  CN的第二项

i

i

i

i

i

i

i



⚫  该式为旋转刚体的欧拉方程

⚫  欧拉方程描述了作用在刚体上的力矩CN与刚体旋转角速度C仙C和角加速度C仙ሶ C之间的关系

⚫  CI称为刚体的惯性张量(inertia tensor) ，或旋转惯性矩阵(rotational inertia matrix)

CN = ⃞ −mi CP 2C仙ሶ C  + ⃞ −mi C仙  CP 2C仙Ci

∧

C ^i

∧

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

CN = CIC仙ሶ C + 
C仙C × CIC仙

C

记CI = σi −mi CP 
2

i

∧

i                                            i



−  ⃞mixizi
−  ⃞miyizi

⃞mi

⚫  可以看出， CI是一个3 × 3矩阵

⚫  如将CPi完整记为 xi,yi,zi T ，CI矩阵各元素为：

⚫  记为：

CI =:

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

Ixx 

−Ixy 
−Ixz

−  ⃞mixiyi
−  ⃞mixizi

−  ⃞mixiyi
−  ⃞miyizi
−Ixy
Iyy

−Iyz

−Ixz
−Iyz
Izz

⃞mi
⃞mi

x + y i
2

i

2

y + z i
2

i

2

x + z i
2

i

2
CI =



Ixx = ⃞ y2 + z2 p x,y,z dV
B

Iyy = ⃞ x2 + z2 p x,y,z dV
Izz = ⃞ x2 + y2 p x,y,z dV
Ixy = ⃞ xyp x,y,z dV
Ixz = ⃞ xzp x,y,z dV

B

⚫  惯性张量是一个对称矩阵                  
Iyz

 

=
 

⃞
 
yzp

 
x,y,z

 
dV

⚫  惯性张量中的对角元素Ixx 、Iyy和Izz称为惯性矩(mass moments of inertia)

⚫  考虑质量连续分布的刚体

⚫  用密度函数p x,y,z 和微分单元体dV的乘积替代点质量，用积分运算替代求和运算，可得：

⚫  非对角元素Ixy 、Ixz和Iyz称为惯性积(mass product of inertia)

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

Ixx 

CI =: −Ixy
−Ixz

−Ixy
Iyy

−Iyz

−Ixz
−Iyz
Izz

B

B

B

B



⚫  例7-1:考虑如图中的质量为m，长度为l，宽度为w，高度为ℎ的长方体连杆。连杆的质量是均匀

分布的。建立如图所示的(原点)位于长方体连杆质心的联体坐标系{C}。计算该连杆在{C}下的 

惯性张量。

解： 该连杆的密度p =   。

ℎ     l                                  ℎ     l

= ⃞ ⃞ w y2 + z2 p dydz = wp ⃞ ⃞ d    + z2y dzℎ                             ℎ
= wp ⃞     + z2l dz = wp ⃞ d    +    = wp    +
=    l2 + ℎ2

 

类似的，可计算得：

Iyy =    ℎ2
 + w2 , Izz =    w

2
 + l2 

l

(1) 惯性矩：

Ixx =   
2
l

2
l

2
ℎ2
ℎ

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

−      12                −          12   3         12   122
ℎ

2
ℎ

w

    

2
w

2

2   l3                      2    l3z  z3l        l3 ℎ  ℎ3l

−     −                                                           −     −           32
l

2
ℎ

2
l

2
ℎ2   2                                2   2    y3

y2 + z2 pdx dydz

w

h

X



(3) 该连杆在{C}下的惯性张量：

l2 + ℎ2
            0ℎ2

 + w2 

0

0

0

w2 + l2 

ℎ     l       w
= p            d     dydz = 0

类似的，可计算得：

Iyz = 0, Iyz = 0

2
w

2

2
l

2

2
ℎ2

l

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

w⃞ xypdx dydzw

2

Ixy =   
2
l

2
l

2
ℎ2
ℎ(2) 惯性积：

CI = 0

0

− 2

w

h

X



解： 该连杆的密度p =   。

(1) 惯性矩：

Ixx = ⃞ ⃞  ⃞  y2 + z2 pdx dydz
= ⃞ ⃞ w y2 + z2 p dydz = wp ⃞ ⃞ d    + z2y dzℎ

  l3                      ℎ
     l3z  z3l

3                     3    3

类似的，可计算得：

⚫  注意： 惯性张量也可以定义在非质心坐标系中

⚫  例7-2:考虑如图中的质量为m，长度为l，宽度为w，高度为ℎ的长方体连杆。连杆的质量是均匀 

分布的。建立如图所示的(原点)位于长方体连杆一顶点的联体坐标系{B}。计算该连杆在{B}下 

的惯性张量。

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

= wp ⃞    + z2l dz = wp ⃞ d    +
0                          0

= wp     +     =   l2 + ℎ2 

Iyy =   ℎ2
 + w2 ,Izz =   w

2
 + l2 

0  0    0ℎ
  
l                               ℎ

  
l    y3

0  0                               0  0

X

ℎ  l    w

w

h

3

l



(2) 惯性积：

Ixy = ⃞ ⃞  ⃞ xypdx dydz
= p ⃞ ⃞  ⃞ d     dydz

= p ⃞ ⃞     dydz = p ⃞ ⃞ d     dz = p ⃞     dz
= p      =  wl
类似的，可计算得：

Iyz =  lℎ, Ixz =  ℎw

(3) 该连杆在{B}下的惯性张量：
m                   m              m

l2 + ℎ2
        −     wl       −     ℎw

BI =   −   wl       ℎ2 + w2       −    lℎ
−   ℎw      −    lℎ       w2 + l2 

7.2 刚体的惯性张量与欧拉方程

0  0    0ℎ
  
l
 w2y          ℎ

  
l
   w2y2            ℎ w2l2

0  0    0ℎ
  
l
    

w
   x2y

2

2                  4            4
3              4           4

0  0                   0  0                    0

Xℎ  l    w
w

h

l



⚫  利用牛顿-欧拉法求解动力学方程分两个阶段：

➢ 向外迭代： 从(虚拟)的连杆0开始，依次计算连杆1到N联体坐标系得速度(线速度和角 

速度)以及加速度(线加速度和角加速度) ，同时利用连杆i联体坐标系得速度和加速度 

计算连杆i质心的加速度，并利用牛顿方程和欧拉方程求取作用在连杆上的力和力矩

➢ 向内迭代： 从连杆N开始，根据力平衡方程和力矩平衡方程，依次计算出连杆N− 1到连 

杆1上的力，同时计算出产生这些力和力矩所需的(转动型关节)关节力矩或(平动型关 

节)关节力

⚫  注意： 下面牛顿-欧拉迭代动力学方程的讨论中忽略了摩擦的影响，即假设各关节均无摩擦

7.3 牛顿-欧拉迭代动力学方程



⚫  考虑一般的连杆坐标系{i}及其相邻连杆坐标系{i + 1}，已知：

i
仙i+1 = 

i
仙i + i+ Reሶi+1

i+1 i+1

i
Ui+1 = iUi +i仙i ×iOi+1

⚫  左乘i+ R ：

i+1
仙i+1 = 

i+
 Ri仙i + eሶi+1

i+1
 i+1

i+1
Ui+1 = 

i+ R iUi +i仙i ×iOi+1 i

1

i

1

i

1

1
i

7.3.1 向外迭代：速度和加速度的计算

(1)连杆的速度传递:

i+1
Ui+1

{i + 1}
i+1

i+1

i

i

7.3 牛顿-欧拉迭代动力学方程

i

i+1

i+ 1PCi+ 1

i+1
UCi+ 1

i     

Ui
{i}



7.3.1 向外迭代：速度和加速度的计算

(2)连杆的角加速度传递:

⚫  角加速度传递公式：

AnሶC = 
AnሶB + RBnሶC + 

AnB × 

RBnC ⚫  令 A = {0}，  B = {i}，  C = {i + 1}：

仙ሶ i+1 = 仙ሶ i + Rinሶi+1 + 仙i × Rini+1 

⚫  ini+1 = eሶi+1 i+ 
Ri+1 i+1

⚫  注意：  ini+1和 
i
仙i+1具有不同的物理意义

1
i

i

0
i

0

B
A

B
A

7.3 牛顿-欧拉迭代动力学方程



7.3.1 向外迭代：速度和加速度的计算

ini+1 = eሶi+1 i+ 
Ri+1 i+1

⚫  求导得：

inሶi+1 = i+1 i+ Ri+1 i+1

⚫   代入仙ሶ i+1式：

仙ሶ i+1 = 仙ሶ i + R i+1 i+ Ri+1 i+1 + 仙i × Reሶi+1 i+ 
Ri+1 

i+1 = 仙ሶ i + i+1 i+ Ri+1 i+1 + 仙i × eሶi+1 i+ 
Ri+1 i+1

⚫  两边乘上 R：
i仙ሶ i+1 = i仙ሶ i + i+1 i+ Ri+1 i+1 + 

i
仙i × eሶi+1 i+ 

Ri+1 i+1

⚫  为得到{i}到{i + 1}的递归式
⚫  两边再乘上i+ R：

i+1仙ሶ i+1 = 
i+

 Ri仙ሶ i + i+1
i+1

 i+1 + 
i+

 Ri仙i × eሶi+1
i+1

 i+1

⚫  对于平动型关节，因为eሶi+1 = 0，  i+1 = 0，上式可简化为：

i+1仙ሶ i+1 = 
i+
 Ri仙ሶ ii

1

i

1
i

1
i

1

1
i

1
i

0
i

1
0

1
0

1
i

i

0
1
i

i

0

1
i

1
i
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7.3.1 向外迭代：速度和加速度的计算

(3)连杆的线加速度传递：

⚫  线加速度传递公式

AVሶ Q = AVሶ BORG + RBVሶ Q+ 2 AnB × RBVQ+ Anሶ B × RBQ + AnB × AnB × RBQ  

⚫  令 A = {0}，  B = {i}，Q为{i + 1}原点：

Uሶi+1 = Uሶi + RiVሶi+1 + 2仙i × RiVi+1 + 仙ሶ i × RiOi+1 + 仙i × 仙i × RiOi+1 

⚫  两边同乘上 R：

iUሶi+1 = iUሶi +iVሶi+1 + 2i仙i ×iVi+1 +i仙ሶ i ×iOi+1 + i仙i × i仙i×iOi+1 

⚫  两边再乘上i+ R，可得到{i}到{i + 1}的递归式：

i+1Uሶi+1 = 
i+
 R iUሶi +i仙ሶ i ×iOi+1 + i仙i × i仙i×iOi+1   + i+ R iVሶi+1 + 2i仙i×iVi+1 

i

1
i

1

i

1

0
i

i

0
i

0
i

0
i

0

B
A

B
A

B
A

B
A
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7.3.1 向外迭代：速度和加速度的计算

⚫  对于平动型关节：

i+
 RiVi+1 = i+1Vi+1 = dሶi+1

i+1
           RiVሶi+1 = i+1Vሶi+1 = i+1

i+1
 i+1 ，

i+1
仙i+1 = 

i+
 Ri仙

i

⚫  i+1Uሶi+1式可表示为：

i

1
i

1

i+1Uሶi+1 = 
i+

 R iUሶi +i仙ሶ i ×iOi+1 + i仙i × i仙i ×iOi+1   + i+1
i+1

 i+1 + 2i+1仙i+1 × dሶi+1
i+1

 i+1i

1

⚫  对于转动型关节：

iVi+1 = 0，iVሶi+1 = 0

⚫  i+1Uሶi+1式可简化为：

i+1Uሶi+1 = 
i+

 R iUሶi +i仙ሶ i ×iOi+1 + i仙i × i仙i ×iOi+1  
i

1

7.3 牛顿-欧拉迭代动力学方程



⚫  选取 A = 0 ，  B = {i}，Q为连杆i质心，表示为Ci

⚫  因为BVQ = iVCi = 0，BVQ = iVሶCi = 0，有：

Uሶ Ci = Uሶi + 仙ሶ i × RiPCi + 仙i × 仙i × RiPCi 

⚫  两边同乘上 R：
iUሶ Ci = 

iUሶi +i仙ሶ i × iPCi + 
i
仙i × 

i
仙i × iPCi 

0
i

i

0
i

0

7.3.1 向外迭代：速度和加速度的计算

(4)连杆质心的线加速度传递：
i

    i

⚫  为了计算作用在连杆质心上的力，还需         

要计算连杆质心的加速度

⚫  线加速度传递公式：

AVሶ
Q = AVሶ

BORG + RBVሶQ+ 2AnB × RBVQ+ AnሶB × RBQ + AnB 

×
B
A

B
A

B
A
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i+1
Ui+1

{i + 1}
i+1

i+1

AnB ×  RBQ B
A

i     

Ui
{i}

i+ 1PCi+ 1

i+1
UCi+ 1

i

i+1



⚫    由前面的计算，我们可以从连杆0开始， 向外迭代计算连杆1至连杆n的质心坐标系的线加速 

度、角速度和角加速度

⚫    接着利用牛顿-欧拉公式，可计算作用在连杆质心上的惯性力和力矩:                                             

Fi = mUሶ Ci
CiNi = CiICi仙ሶ i + Ci仙i × CiICi仙i

⚫  坐标系{Ci}的原点位于连杆质心， 可以选取坐标系{Ci}的各坐标轴方向与原连杆坐标系{i}方向 

相同，则上式中Ci仙ሶ i = i仙ሶ i ，Ci仙i = 
i
仙i

7.3 牛顿-欧拉迭代动力学方程

ni+1

fi+1

{i + 1}

Ni

ni

fi

Fi{i}



⚫  考虑连杆i，先考虑其力平衡方程                                                

F i

⚫  右图为典型连杆在无重力状态下的受力情况        

{i}
                                                                                                      ni+1

ni 

fi                                                          Ni

➢  作用于{i}原点的力向量fi表示连杆i − 1施加在连杆i上的力，力矩向量ni表示连杆i − 1施 

加在连杆i上的力矩

➢  除了惯性力iFi，连杆i还受到连杆i − 1施加在连杆i上的ifi，这里左上标表示这两个力表 

示在坐标系{i}下

➢  由于连杆i对连杆i + 1有一作用力fi+1，所以连杆i + 1对连杆i有一反作用力−fi+1，同样 

的，用i+1fi+1在坐标系{i + 1}下表示fi+1

⚫  将所有作用于连杆i上的力向量相加，得到力平衡方程：
iF
i  =  ifi −  i+   Ri+1fi+11

i

7.3.2 向内迭代：力和力矩的计算                          fi+1

7.3 牛顿-欧拉迭代动力学方程
{i + 1}
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