
第九讲 特殊平行四边形

知识 梳 理

矩形的概念：有一个角是直角的平行四边形是矩形。

矩形的性质：

1.平行四边形的性质矩形都具有。

2.角：矩形的四个角都是直角。

3.边：邻边垂直。

4.对角线：矩形的对角线相等。

5.矩形是轴对称图形，又是中心对称图形。它有 2 条对称轴，分别是每组对边中点连线所在的直线；对称中心

是两条对角线的交点。

由矩形的性质，可以得到直角三角形的一个重要性质，直角三角形斜边上的中线等于斜边的一半。

矩形的判定：

1.有 1 个角是直角的平行四边形是矩形。

2.有 3 个角是直角的四边形是矩形。

3.对角线相等的平行四边形是矩形(或“对角线互相平分且相等的四边形是矩形”)。

证明 1 个四边形是矩形，若题设条件与这个四边形的对角线有关，通常证明这个四边形的对角线相等。题设中

出现多个直角或垂直时，常采用“3 个角是直角的四边形是矩形”来判定矩形。

菱形的概念：有一组邻边相等的平行四边形叫作菱形。

菱形的性质：

1.菱形具有平行四边形的一切性质。

2.菱形的四条边都相等。

3.菱形的两条对角线互相垂直，并且每一条对角线平分一组对角。

4.菱形是轴对称图形，它有 2 条对称轴，分别是两条对角线所在直线。

菱形的面积计算：

1.利用平行四边形的面积公式。

2.菱形面积 = 1
2𝑎𝑏(a、b.是两条对角线的长度)。

菱形的判定：

1.一组邻边相等的平行四边形是菱形(平行四边形+一组邻边相等=菱形)。



2.四条边都相等的四边形是菱形。

几何语言:∵AB=BC=CD=DA,  ∴四边形 ABCD 是菱形。

3.对角线互相垂直的平行四边形是菱形(或“对角线互相垂直平分的四边形是菱形”)。

几何语言:∵AC⊥BD,四边形 ABCD 是平行四边形,  ∴平行四边形 ABCD 是菱形。

正方形的定义：有一组邻边相等并且有一个角是直角的平行四边形叫作正方形。

正方形的性质：

1.正方形的四条边都相等，四个角都是直角。

2.正方形的两条对角线相等，互相垂直平分，并且每条对角线平分一组对角。

3.正方形具有四边形、平行四边形、矩形、菱形的一切性质。

4.两条对角线将正方形分成四个全等的等腰直角三角形，同时，正方形又是轴对称图形，有四条对称轴。

正方形的判定方法：

1.先判定四边形是矩形，再判定这个矩形有一组邻边相等。

2.先判定四边形是菱形，再判定这个菱形有一个角为直角。

3.还可以先判定四边形是平行四边形，再用 1 或 2 进行判定。

【例 1】如图 1,在 Rt△ABC 中,∠A=90°,P 为边 BC 上一动点,PE⊥AB 于 E,PF⊥AC 于 F,动点 P 从点 B 出发，

沿着 BC 匀速向终点 C 运动，则线段 EF 的值大小变化情况是               (    )。

A.一直增大         B.一直减小          C.先减小后增大      D.先增大后减少

【变式训练 1】如图 2,在 Rt△ABC 中,∠BAC=90°,且 BA=3,AC=4,点 D 是斜边 BC 上的一个动点,过点 D 分别

作 DM⊥AB 于点 M,DN⊥AC 于点 N,连接 MN,则线段 MN 的最小值为       。

【变式训练 2】如图 3,在 Rt△ABC 中,∠BAC=90°,且 BA=9,AC=12,点 D 是斜边 BC



 上的一个动点,过点 D 分别作 DE⊥AB 于点 E,DF⊥AC 于点 F,点 G 为四边形 DEAF 对角线交点,则线段 GF 的

最小值为      (   )。
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【例 2】如图 4,在矩形 ABCD 中,AB=3,AD=4,P 是 AD 上不与 A 和 D 重合的一个动点,过点 P 分别作 AC 和 BD 

的垂线,垂足为 E、F,求 PE+PF 的值。

【变式训练 3】如图 5：

(1)在矩形 ABCD 中, 𝐴𝐵 = 3,𝐴𝐷 = 4,P 是线段 AD 上的动点， 𝑃𝐸 ⊥ 𝐴𝐶于点 E， 𝑃𝐹 ⊥ 𝐵𝐷于点 F，如图①，

图②，选择其中一个图形，探究 PE、PF 之间存在什么数量关系，并证明你的结论。

(2)若将“P 是线段 AD 上的动点”改成“P 是线段 AD 延长线上一动点”，如图③所示，请继续探究 PE、PF 之间

存在什么数量关系? 并证明你的结论。

【例 3】如图 6,已知矩形 ABCD,AB=4,AD=6,点 E 为 AB 边的中点,点 F 为 BC 边上的动点,点 B 和点 B'关于

EF 对称,则 𝐵′𝐷的最小值是        。

【变式训练 4】如图 7,在菱形 ABCD 中, 𝐴𝐵 = 2,∠𝐶 = 120°,点 P 是平面内一点，且 ∠𝐴𝑃𝐵 = 90°,则 DP 的最

小值为        。

【例 4】如图 8,在边长为 4 的菱形 ABCD 中,BD=4,E、F 分别是 AD、CD 上的动点(包含端点),且 AE+ 𝐶𝐹 = 4,

连接 BE、EF、FB。

(1)试探究 BE 与 BF 的数量关系，并证明你的结论；

(2)求 EF 的最大值与最小值。



【变式训练 5】如图 9，在边长为 4 的菱形 ABCD 中， 𝐵𝐷 = 4,,E、F 分别是边 AD、CD 上的动点,且, 𝐴𝐸 + 𝐶𝐹 

= 4,连接 BE、EF、FB。

(1)证明: 𝐵𝐸 = 𝐵𝐹;

(2)求 △ 𝐵𝐸𝐹面积的最小值。

【变式训练 6】如图 10,菱形 ABCD 中, 𝐴𝐵 = 4,∠𝐴𝐵𝐶 = 60°,∠𝐸𝐴𝐹的两边分别与射线 CB、DC 相交于点 E、F,

且 ∠𝐸𝐴𝐹 = 60°。

(1)如图①,当点 E 是 CB 上任意一点时(点 E 不与 B、C 重合),求证: 𝐵𝐸 = 𝐶𝐹;

(2)如图②,当点 E 在 CB 的延长线上时,且. ∠𝐸𝐴𝐵 = 15°,求点 F 到 BC 的距离。

【例 5】如图 11,四边形 OABC 是菱形,点 C 在 x 轴上,AB 交 y 轴于点 H,AC 交 y 轴于点 M。点 P 从点 A 出发，

以 2 单位长/秒的速度沿折线. 𝐴−𝐵−𝐶运动，到达点 C 终止。已知点 𝐴(−3,4),,设点 P 的运动时间为 t(秒)， △ 𝑃𝑀𝐵

的面积为 S(平方单位)。

(1)求点 C 和点 B 的坐标;

(2)求点 M 的坐标;

(3)求 S 与 t 的函数关系式；

(4)求 S 的最大值。



【变式训练 7】如图 12，在直角坐标系 xOy 中， 𝑅𝑡 △ 𝑂𝐴𝐵和 𝑅𝑡 △ 𝑂𝐶𝐷的直角顶点 A，C 始终在 x 轴的正半

轴上，B，D 在第一象限内，点 B 在直线 OD 上方，( 𝑂𝐶 = 𝐶𝐷,𝑂𝐷 = 2,,M 为 OD 的中点,AB 与 OD 相交于 E，当

点 B 位置变化时， 𝑅𝑡 △ 𝑂𝐴𝐵AB 的面积恒为 1
2。

试解决下列问题：

(1)点 D 坐标为(   );

(2)设点 B 横坐标为 t，请把 BD 长表示成关于 t 的函数关系式，并化简；

(3)等式 𝐵𝑂 = 𝐵𝐷能否成立? 为什么?

(4)设 CM 与 AB 相交于 F,当 △ 𝐵𝐷𝐸为直角三角形时，判断四边形 BDCF 的形状，并证明你的结论。

【变式训练 8】如图 13,在菱形 ABCD 中, 𝐴𝐵 = 10,∠𝐴𝐵𝐶 = 60°。点 Q 从点 D 出发沿折线 DC→CA→AB 以

每秒 3 个单位长的速度匀速运动；点 P 从点 B 沿 BC 以每秒 1 个单位长的速度匀速运动，射线 PK 随点 P 移动，

保持与 BC 垂直，且交折线 AB-AC 于点 E，交直线 AD 于点 F，当点 Q 运动到点 B 时，停止运动，点 P 也随之停

止。P、Q 两点同时出发，设 Q 运动的时间为 t(s)。

(1)当 t 为何值时， 𝐵𝑃 = 𝐴𝐹?

(2)当 t 为何值时， 𝑄𝐸 ⊥ 𝐴𝐵?

(3)设直线 PK 扫过菱形 ABCD 的面积为 S，试求 S 和 t 之间的函数关系式；

(4)当 Q 在线段 CD 上运动时，请直接写出 △ 𝑃𝑄𝐹为等腰三角形时 t 的值。

【例 6】菱形 ABCD 的周长为 8cm, ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐷𝐶 = 90°,，以 AB 为腰，在菱形外作底角是 45°的等腰 

△ 𝐴𝐵𝐸,连接 AC、CE。请画出图形，并直接写出. △ 𝐴𝐶𝐸的面积。



【变式训练 9】如图 14,在菱形 ABCD 中, 𝐴𝐵 = 3,∠𝐵 = 120∘,点 E 是 AD 边上的一个动点(不与 A、D 重合), 

𝐸𝐹‖𝐴𝐵交 BC 于点 F,点 G 在 CD 上,DG=DE。若△EFG 是等腰三角形,则 DE 的长为        。

【变式训练 10】如图 15，已知点 A 从点(1，0)出发，以 1 个单位长度/秒的速度沿 x 轴向正方向运动，以 O、

A 为顶点作菱形 OABC，使点 B、C 在第一象限内，且 ∠𝐴𝑂𝐶 = 60°,点 P 的坐标为(0,3),设点 A 运动了 t 秒,求:

(1)点 C 的坐标(用含 t 的代数式表示)；

(2)点 A 在运动过程中，当 t 为何值时，使得△OCP 为等腰三角形?

【例 7】(1)如图 16 中图①,在正方形 ABCD 中,E、F 分别是 BC、CD 上的点,且 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45°,,试判断 BE、DF

与 EF 三条线段之间的数量关系，直接写出判断结果：        。

(2)如图②:在四边形 ABCD 中, 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷,∠𝐵𝐴𝐷 = 120°,∠𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐶 = 90°。点 E、F 分别是 BC、CD 上的点，

且 ∠𝐸𝐴𝐹 = 60°,探究图中线段 BE、EF、FD 之间的数量关系。

小王同学探究此问题的方法是，延长 FD 到点 C，使. 𝐷𝐺 = 𝐵𝐸,连接 AG，先证明 △ 𝐴𝐵𝐸≅ △ 𝐴𝐷𝐺,再证明 

△ 𝐴𝐸𝐹≅ △ 𝐴𝐺𝐹,，可得出结论，他的结论应是        。

请你帮小王同学写出完整的证明过程。

【变式训练 11】如图 17,在正方形 ABCD 中, ∠𝐸𝐴𝐹的两边分别交 CB、DC 延长线于 E、F 点且 ∠𝐸𝐴𝐹 = 45°,

如果 BE=1,DF=7,则 EF=        。



【变式训练 12】如图 18,在正方形 ABCD 中,点 M、N 为边 BC 和 CD 上的动点(不含端点),∠MAN=45°，下

列四个结论：①当 𝑀𝑁 = 2𝑀𝐶时,则∠BAM=22.5°;②2∠AMN-∠MNC=90°;③△MNC 的周长不变;④∠AMN--∠

AMB=60°。其中正确结论的序号是         。

【例 8】如图 19,在正方形 ABCD 中,AB=3,点 E、F 分别在 CD、AD 上,CE=DF,BE、CF 相交于点 G,连接 DG。

点 E 从点 C 运动到点 D 的过程中，DG 的最小值为         。

【变式训练 13】如图 20,M、N 是正方形 ABCD 的边 CD 上的两个动点,满足 AM=BN,连接 AC 交 BN 于点 E，

连接 DE 交 AM 于点 F，连接 CF，若正方形的边长为 6，则线段 CF 的最小值是         。

【变式训练 14】如图 21,正方形 ABCD 中,AB=3,点 E 为对角线 AC 上的动点,以 DE 为边作正方形 DEFG。点 

H 是 CD 上一点,且 𝐷𝐻 = 2
3𝐶𝐷,连接 GH，则 GH 的最小值为         。

【例 9】已知△ABC,分别以 BC、AC 为边向形外作正方形 BDEC,正方形 ACFG,过 C 点的直线 MN 垂直于 AB 

于 N,交 EF 于 M,

(1)如图 22,当∠ACB=90°时,试证明:①EF=AB;②M 为 EF 的中点;

(2)如图 23，当∠ACB 为锐角或钝角时，①EF 与 AB 的数量关系为         (分情况说明)；②M 还是 EF 的

中点吗? 请说明理由。(选择当∠ACB 为锐角或钝角时的一种情况来说明)



【变式训练 15】如图 24,以△ABC 的边 AB、AC 为边分别向外作正方形 ABDE 和正方形 ACFG,连接 EG，试

判断△ABC 与△AEG 面积之间的关系，并说明理由。

【变式训练 16】如图 25 中的图①,在 Rt△ABC 中,∠ACB=90°,AC>BC,分别以 AB、BC、CA 为一边向△ABC

外作正方形 ABDE、BCMN,CAFG,连接 EF、GM、ND,设△AEF、△BND、△CGM 的面积分别为 𝑆₁、𝑆₂、𝑆₃。

(1)猜想 𝑆₁、𝑆₂、𝑆₃的大小关系；

(2)请对(1)的猜想，任选一个关系进行证明；

(3)若将图①中的 Rt△ABC 改为图②中的任意△ABC,若 𝑆𝐴𝐵𝐶 = 5,求出 𝑆₁ + 𝑆₂ + 𝑆₃的值；

(4)若将图②中的任意△ABC 改为任意凸四边形 ABCD，若 𝑆𝐴𝐸𝐺 + 𝑆𝐶𝑁𝐾 + 𝑆𝐼𝐵𝐻 + 𝑆𝐷𝐹𝑀 = 𝑎,则四边形 ABCD 的

面积为       。(直接用含 a 的代数式表示结果)

【例 10】如图 26,在正方形 ABCD 中,E 为 AD 边上的中点,过 A 作. 𝐴𝐹 ⊥ 𝐵𝐸,交 CD 边于 F,M 是 AD 边上一

点，且有 𝐵𝑀 = 𝐷𝑀 + 𝐶𝐷。

(1)求证:点 F 是 CD 边的中点;

(2)求证: ∠𝑀𝐵𝐶 = 2∠𝐴𝐵𝐸。

【变式训练 17】如图 27，以 𝑅𝑡 △ 𝐴𝐵𝐶的斜边 BC 为边在 △ 𝐴𝐵𝐶的同侧作正方形 BCEF，设正方形的中心为

O，连接 AO，如果 𝐴𝐵 = 4,𝐴𝑂 = 6 2,求 AC。



【变式训练 18】如图 28，四边形 ABCD 是正方形，点 N 是 CD 的中点，M 是 AD 边上不同于点 A、D 的点，

若 𝐴𝑀
𝐵𝑀 = 10

10
,求证:∠NMB=∠MBC。

第九讲 特殊平行四边形答案

【例 1】解:如图,连接 AP,

∵∠A=90°,

PE⊥AB,PF⊥AC,

∴四边形 AFPE 是矩形,

∴EF=AP,

由垂线段最短可得 AP⊥BC 时，

AP 最短，则线段 EF 的值最小，

∴动点 P 从点 B 出发，沿着 BC 匀速向终点 C 运动，则线段 EF 的值大小变化情况是先减小后增大。

故选:C。

【变式训练 1】解:∵∠BAC=90°,且 BA=3,AC=4,

 ∴ 𝐵𝐶 = 𝐵𝐴2 + 𝐴𝐶2 = 5,

∵DM⊥AB,DN⊥AC,

∴∠DMA=∠DNA=∠BAC=90°,

∴四边形 DMAN 是矩形,

∴MN=AD,

∴当 AD⊥BC 时,AD 的值最小,

此时，△ABC 的面积 = 1
2𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 = 1

2𝐵𝐶 × 𝐴𝐷,



 ∴ 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶
𝐵𝐶 = 12

5 ,

∴MN 的最小值为 12
5

故答案为： 12
5

【变式训练 2】解:连接 AD、EF,

∵∠BAC=90°,且 BA=9,AC=12,

 ∴ 𝐵𝐶 = 92 + 122 = 15,

∵DE⊥AB,DF⊥AC,

∴∠DEA=∠DFA=∠BAC=90°,

∴四边形 DEAF 是矩形,

∴EF=AD,

∴当 AD⊥BC 时,AD 的值最小,此时，△ABC 的面积 = 1
2𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 = 1

2𝐵𝐶 × 𝐴𝐷,

 ∴ 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶
𝐵𝐶 = 9 × 12

15 = 36
5 ,

∴EF 的最小值为 36
5

∵点 G 为四边形 DEAF 对角线交点，

 ∴ 𝐺𝐹 = 1
2𝐸𝐹 = 18

5 ;

故选:B。

【例 2】解：连接 OP，如图所示：

∵矩形 ABCD 的两边 AB=3,BC=4,

∴S 矩形 ABCD=AB·BC=12,OA=OC,OB=OD,AC=BD,

 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 = 5,

 ∴ 𝑆𝐴𝑂𝐷 = 1
4𝑆矩形 ABCD=3,OA=OD= 5

2

 ∴ 𝑆𝐴𝑂𝐷 = 𝑆𝐴𝑂𝑃 + 𝑆𝐷𝑂𝑃 = 1
2𝑂𝐴 ⋅ 𝑃𝐸 + 1

2𝑂𝐷 ⋅ 𝑃𝐹 =

 1
2𝑂𝐴(𝑃𝐸 + 𝑃𝐹) = 1

2 × 5
2 × (𝑃𝐸 + 𝑃𝐹) = 3,

 ∴ P𝐸 + 𝑃𝐹 = 12
5 。

【变式训练 3】(1)解: 𝑃𝐸 + 𝑃𝐹 = 12
5 ;理由如下：

设 AP=x,PD=4-x。

∵四边形 ABCD 是矩形，

∴∠ADC=90°,BD=AC,



∴由勾股定理得： 𝐴𝐶 = 32 + 42 = 5,

∵∠EAP=∠EAP,∠AEP=∠ADC;

∴△AEP∽△ADC,

 ∴ 𝑃𝐸
𝐶𝐷 = 𝐴𝑃

𝐴𝐶,即 𝑃𝐸
3 =

𝑥
5𝑐𝑖𝑟𝑐𝑙𝑒1;

同理可得△DFP∽△DAB,

∴PF= 4
5x②,①+②得 𝑃𝐸 + 𝑃𝐹

3 = 4
5,

 ∴ 𝑃𝐸 + 𝑃𝐹 = 12
5 ;

(2)解: 𝑃𝐹−𝑃𝐸 = 12
5 ,理由如下：

∵△APC 的面积=△ADC 的面积+△PDC 的面积,

 ∴ 1
2𝐴𝐶 ⋅ 𝑃𝐹 = 1

2 × 3 × 4 + 1
2 × 3 × 𝑃𝐷,

∴5PF=12+3PD,

 ∵ 𝑃𝐸
𝑃𝐷 = 𝐴𝐵

𝐵𝐷 = 3
5,

 ∴ 𝑃𝐷 = 5
3𝑃𝐸,

∴5PF+12=5PE,

 ∴ 𝑃𝐹−𝑃𝐸 = 12
5 。

【例 3】解:∵四边形 ABCD 是矩形,AB=4,AD=6,点 E 为 AB 边的中点，点 B 和点 B'关于 EF 对称，

 ∴ 𝐴𝐸 = 𝐵𝐸 = 𝐵′𝐸 = 2,∠𝐴 = 90°,

 ∴ 𝐷𝐸 = 𝐴𝐸2 + 𝐴𝐷2 = 2 10,

∴当点 B'在线段 DE 上时，B'D 取得最小值，此时 𝐵′𝐷 = 2 10−2,故答案为： 2 10−2。

【变式训练 4】解:∵∠APB=90°,

∴点 P 在以 AB 为直径的圆上，

如图,设圆心为 O,连接 OP,OD,过点 O 作 OH⊥AD,交 DA 延长线于点 H，

在△OPD 中,PD>OD-OP,

∴当点 P 在 OD 上时,DP 有最小值,

∵在菱形 ABCD 中,AB=2,∠C=120°,

∴AO=1,∠BAH=60°,

 ∴ 𝐴𝐻 = 1
2𝐴𝑂 = 1

2,𝑂𝐻 = 3𝐴𝐻 = 3
2

,

 ∴ 𝐷𝐻 = 5
2,



 ∴ 𝑂𝐷 = 𝐷𝐻2 + 𝑂𝐻2 = 25
4

+ 3
4

= 7,

∴DP 的最小值 = 𝑂𝐷−𝑂𝑃 = 7−1,故答案为 7−1。

【例 4】解:(1)BE=BF,证明如下:

∵四边形 ABCD 是边长为 4 的菱形,BD=4,

∴△ABD、△CBD 都是边长为 4 的正三角形,

∵AE+CF=4,

∴CF=4-AE=AD-AE=DE,

又∵BD=BC=4,∠BDE=∠C=60°,

在△BDE 和△BCF 中 
𝐷𝐸 = 𝐶𝐹

∠𝐵𝐷𝐸 = ∠𝐶,
𝐵𝐷 = 𝐵𝐶

∴△BDE≌△BCF(SAS),

∴BE=BF;

(2)∵△BDE≌△BCF,

∴∠EBD=∠FBC,

∴∠EBD+∠DBF=∠FBC+∠DBF,

∴∠EBF=∠DBC=60°,

又∵BE=BF,

∴△BEF 是正三角形,

∴EF=BE=BF,

当动点 E 运动到点 D 或点 A 时，BE 的最大值为 4，

当 BE⊥AD,即 E 为 AD 的中点时,BE 的最小值为 2 3

∵EF=BE,

∴EF 的最大值为 4，最小值为 2 3

【变式训练 5】解:(1)BE=BF,证明如下:

∵四边形 ABCD 是边长为 4 的菱形,BD=4,

∴△ABD、△CBD 都是边长为 4 的正三角形,

∵AE+CF=4,

∴CF=4-AE=AD-AE=DE,

又∵BD=BC=4,∠BDE=∠C=60°,

在△BDE 和△BCF 中 
𝐷𝐸 = 𝐶𝐹

∠𝐵𝐷𝐸 = ∠𝐶,
𝐵𝐷 = 𝐵𝐶

∴△BDE≌△BCF(SAS),

∴BE=BF;
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