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函数的基本概念



什么是函数？

我们已经接触到各式各样的函数，比如：

• f(x) = x2 + 1

• f(x) = sin x+ cos 2x

• f(x) = 1
1+e−x

• f(x) =

1, x ∈ Q

0, x /∈ Q

可以看到，这些函数其实反映了 x 与 y 的某种关系，现在我们从关系的角度来给出函数的
定义。
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函数的定义

定义 1 [函数].
令 f 是一个 A 到 B 的二元关系，若 dom(f) = A 并且对于任意 x ∈ dom(f)。存在唯一的
y ∈ ran(f) 使得 (x,y) ∈ f，则称 f 是 A 到 B 的函数（映射），记作 f : A → B。xfy 也被
记作 y = f(x)，并称 y 为 f 在 x 的值。

例 2.
1. f1 = {(x1,y1), (x2,y2), (x3,y1)} 是一个函数。

2. f2 = {(x1,y1), (x2,y2), (x3,y1), (x1,y2)} 不是一个函数。

补充说明
1. 上述定义对多元函数也是符合的，因为 x 可以理解成一个 n 元组。

2. 如果 dom(f) ⊂ A，则称 f 是 A 到 B 的部分函数 (Partial Function)。
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函数相等

由上述可知，一个函数可以看成一个集合，因此两个函数相等可以视作两个集合相等。

定义 3 [函数相等].
令 F,G 是函数，则 F = G ⇔ F ⊆ G∧G ⊆ F，即若 F = G 则我们有：

1. dom(F) = dom(G)

2. ∀x ∈ dom(F), F(x) = G(x)

例 4.
1. 函数 f(x) = x− 1 和 f(x) = x2−1

x+1 是不相等的。

2. 函数 f(x) = sin(π2 − 2x) 与函数 g(x) = cos 2x 是相等的。
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一些其他的概念

• 像：令函数 f : A → B，A1 ⊆ A，则 f(A1) = {f(x) | x ∈ A1} 称为 A1 在 f 下的像。

• 完全原像：令函数 f : A → B，B1 ⊆ B，则 f−1(B1) = {x | x ∈ A∧ f(x) ∈ B1} 称为 B1 在
f 下的完全原像。

• 函数集合 BA： 令 BA 表示所有从 A 到 B 的函数的集合。

例 5.

令 A = {1, 2, 3},B = {a,b}, f = {(1,a), (2,a).(3,b)}, A1 = {1, 2}, B1 = {a}，则：

1. f 在 A1 下的像为 f(A1) = {a}.

2. f 在 B1 下的完全原像为 f−1(B1) = {1, 2}.

3. BA = {f0, . . . f7}，这里 f0 ∼ f7 代表 A 到 B 的不同的 8 个函数。
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一些特殊的函数 (I)

• 常值函数：设 f : A → B，如果存在 c ∈ B 使得对所有的 x ∈ A，都有 f(x) = c，即
f(A) = {c}，则称 f 是常值函数。

• 恒等函数：集合 A 上的恒等关系 IA 被称作恒等函数，即对于任意的 x ∈ A，都有
IA(x) = x。

• 特征函数：令 A 是集合，对于 A ′ ⊆ A。定义 A 上的特征函数 χA′ 为：

χA′(x) =

1, x ∈ A ′

0, x /∈ A ′
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一些特殊的函数 (II)

• n 元运算：我们将函数 f : An → A 称为 A 上的 n 元运算。
◦ f(x,y) = x+ y，f(x,y, z) = x+ y · z 定义了 A 上的二元运算和三元运算。

• 单调函数：令 (A,⩽A), (B,⩽B) 是一个偏序集，f : A → B:
◦ 如果对于任意的 x,y ∈ A，都有 x ⩽A y ⇒ f(x) ⩽B f(y)，则称 f 是单调递增函数
◦ 如果对于任意的 x,y ∈ A，都有 x <A y ⇒ f(x) <B f(y)，则称 f 是严格单调递增函数

类似可定义单调递减函数和严格单调递减函数。

• 泛函：称 f : A → CB 称为一个泛函。
比如：令 F : R → RR, F(a) = (fa(x) = x+ a)，F 也可以写成：F : a → [x → a]:

◦ F(1) = f1(x) = x+ 1

◦ F(2)(3) = f2(3) = 3+ 2 = 5
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单射、满射、双射

在目前函数的定义上，我们要求了 dom(f) = A，即每一个 A 中的元素都有唯一的一个函数
值。下面我们再定义基于此的一些函数的性质，

定义 6 [单射 (Injective/One-to-one)].
令 f : A → B，如果对于任意的 x,y ∈ A，都有 f(x) = f(y) ⇒ x = y，则称 f 是单射。

定义 7 [满射 (Surjective/Onto)].
令 f : A → B，如果对于任意的 y ∈ B，都存在 x ∈ A 使得 f(x) = y，则称 f 是满射。

定义 8 [双射 (Bijective/One-to-one correspondence)].
令 f : A → B，如果 f 是单射且满射，则称 f 是双射。双射也被称为一一映射。
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一些例子 (I)

例 9.
请判断，下列函数是否为单射、满射、双射。

1. f1 : R → R, f1(x) = x2.

2. f2 : Z+ → R, f2(x) = ln x.

3. f3 : R → Z, f3(x) = ⌈x⌉.

4. f4 : R → R, f4(x) = 2x+ 1.

解 10.
1. f1 不是单射，也不是满射。

2. f2 是单射，但是不是满射。

3. f3 是满射，但是不是单射。

4. f4 是双射。
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一些例子 (II)

例 11.
请根据下列集合 A 和 B 给出一个函数 f : A → B，使得 f 是双射。

1. A = {1, 2, 3}, B = {a,b, c}.

2. A = P({1, 2, 3}), B = {0, 1}{1,2,3}

3. A = Z, B = N.

4. A = (−π
2 ,

π
2 ), B = R

解 12.
1. f = {(1,a), (2,b), (3, c)}.

2. f = {(Ai, fi)}.

3. f =

2x+ 1, x ⩾ 0

−2x, x < 0
.

4. f = tan x.
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函数的复合和逆运算

函数是一种特殊的关系，因此我们也可以在其上面进行复合与逆运算。先来考虑复合运算。

定理 13 [函数的复合].
给定两个函数 f : A → B 和 g : B → C，则:

1. 其复合 f ◦ g 也是函数。

2. f ◦ g(x) = g(f(x)).

额外说明
可以看到，由于我们关系的定义用的是右复合，所以我们会有：

f ◦ g(x) = g(f(x))

有的书上会用左复合，则函数复合的形式会转换为：f ◦ g(x) = f(g(x)).
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函数的复合

证明.

1. 我们先证明 f ◦ g 是个函数。
◦ ∀x ∈ A，存在 y ∈ B s.t. f(x) = y. 由于 g 是函数，从而存在 z ∈ C s.t. g(y) = z，因此

(x, z) ∈ f ◦ g，即 dom(f ◦ g) = A.
◦ 假设存在 x ∈ A s.t. (x,y1), (x,y2) ∈ f ◦ g，则存在 z1, z2 ∈ B s.t.

(x, z1), (x, z2) ∈ f, (z1,y1), (z2,y2) ∈ g，由函数的定义 z1 = z2，从而 y1 = y2，即 f ◦ g 是函
数。

2. 对任意的 x ∈ A，我们有 (x, f(x)) ∈ f, (f(x),g(f(x))) ∈ g，从而 (x,g(f(x))) ∈ f ◦ g，即
f ◦ g(x) = g(f(x)).
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函数的逆

定理 14 [函数的逆].
给定函数 f : A → B，则 f−1 也是函数当且仅当 f 是双射。

证明.

• (⇒) 假设 f−1 是函数。则对于任意的 y ∈ B，都存在 x ∈ A s.t. f−1(y) = x，即 f(x) = y，
从而 f 是满射。f 是单射则是显然的，否则：

(x1,y), (x2),y ∈ f ⇒ (y, x1), (y, x2) ∈ f−1

从而 f−1 不是函数。因此 f 是双射。
• (⇐)先证 f−1 的定义域是B。

∀x ∈ B∃y ∈ A f(y) = x ⇒ f(x) = y ⇒ x ∈ dom(f−1) ⇒ dom(f−1) = B

再证 f−1 是函数。若 (x,y1), (x,y2) ∈ f−1，则 (y1, x), (y2, x) ∈ f，从而 y1 = y2，即
f−1 是函数。
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函数的复合和反函数-一些例子

定义 15 [反函数].
对于一个双射 f : A → B，我们称其逆 f−1 为反函数。

例 16.

令 f(x) = x+ 2, g(x) = x2 都是 R → R 的函数，则我们有：

• f 的反函数为 f−1(x) = x− 2.

• g 不是双射，因此不存在反函数。

• f ◦ g(x) = g(f(x)) = x2 + 4x+ 4

• g ◦ f(x) = f(g(x)) = x2 + 2
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函数复合和反函数的性质

定理 17.
给定函数 f : A → B，g : B → C，则：

1. 若 f 和 g 都是单射，则 f ◦ g 也是单射。

2. 若 f 和 g 都是满射，则 f ◦ g 也是满射。

3. 若 f 和 g 都是双射，则 f ◦ g 也是双射。

4. f = f ◦ IB = IA ◦ f

5. 若 f 是双射，则有 f ◦ f−1 = IA, f
−1 ◦ f = IB.
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函数复合和反函数的性质

证明.

1. 假设存在 x1, x2 ∈ A s.t. f ◦ g(x1) = f ◦ g(x2)，则 g(f(x1)) = g(f(x2))，由于 g 是单射，
从而 f(x1) = f(x2)，由于 f 是单射，从而 x1 = x2，即 f ◦ g 是单射。

2. 对 ∀x ∈ C，存在 y ∈ B s.t. g(y) = x，由于 f 是满射，从而存在 z ∈ A s.t. f(z) = y，从
而 f ◦ g(z) = x，即 f ◦ g 是满射。

3. 由上述性质立马可得。
4. 只证 f = f ◦ IB.

(x,y) ∈ f ⇔ (x,y) ∈ f∧ (y,y) ∈ IB ⇔ (x,y) ∈ f ◦ IB

5. 只证 f ◦ f−1 = IA.

(x,y) ∈ f◦f−1 ⇔ ∃z(x, z) ∈ f∧(z,y) ∈ f−1 ⇔ (z, x), (z,y) ∈ f−1 ⇔ x = y ⇔ (x,y) ∈ IA
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集合基数



无限集合的衡量

判断有限集合之间的大小我们可以用元素个数来衡量，但是对于无限集合，我们该如何衡量
其大小呢？

• N, Q, R 哪个更大？

我们利用双射函数的概念来对无限集合进行比较。
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集合等势

定义 18 [集合等势].
令 A,B 是两个集合，如果存在一个双射 f : A → B，则称 A 与 B 等势，记作 A ≈ B，若
A 和 B 不等势，则记作 A ̸≈ B.

A

B

· · ·

· · ·

显然等势关系满足自反性、对称性、传递性，从而其是一个等价关系。

21



等势集合的例子 (I)

例 19.
1. N ≈ Z.

N

Z

· · ·

· · ·

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 −1 1 −2 2 −3 3 −4 4

• f : N → Z, f(n) =

n
2 , n为偶数

−n+1
2 , n为奇数
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等势集合的例子 (II)

例 20.
2. N ≈ N× N.

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

· · ·

• f : N× N → N
f((m.n)) = (m+n+1)(m+n)

2 +m

推论 21.
N ≈ Q.
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