
专题 31 圆锥曲线的垂直弦问题

【方法技巧与总结】

1、过椭圆
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a b
  的右焦点 ( ,0)F c 作两条互相垂直的弦AB ，CD ．若弦AB ，CD 的中点分别为

M ，N ，那么直线MN 恒过定点
2

2 2
( ,0)a c
a b

．

2、过椭圆
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  的长轴上任意一点 ( ,0)( )S s a s a   作两条互相垂直的弦AB ，CD ．若弦

AB ，CD 的中点分别为M ，N ，那么直线MN 恒过定点
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3、过椭圆
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  的短轴上任意一点 (0, )( )T t t t t   作两条互相垂直的弦AB ，CD ．若弦

AB ，CD 的中点分别为M ，N ，那么直线MN 恒过定点
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4、过椭圆
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  作两条互相垂直的弦AB ，CD ．若弦AB ，

CD 的中点分别为M ，N ，那么直线MN 恒过定点
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5、以 0 0( , )x y 为直角定点的椭圆
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  内接直角三角形的斜边必过定点
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6、以上顶点为直角顶点的椭圆内接直角三角形的斜边必过定点，且定点在y 轴上．

7、以右顶点为直角顶点的椭圆内接直角三角形的斜边必过定点，且定点在x 轴上．

8、以 0 0( , )x y
为直角定点的抛物线

2 2y px 内接直角三角形的斜边必过定点 0( 2x p
， 0)y

9、以 0 0( , )x y 为直角定点的双曲线
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【题型归纳目录】

题型一：椭圆内接直角三角形的斜边必过定点

题型二：双曲线内接直角三角形的斜边必过定点

题型三：抛物线内接直角三角形的斜边必过定点

题型四：椭圆两条互相垂直的弦中点所在直线过定点

题型五：双曲线两条互相垂直的弦中点所在直线过定点

题型六：抛物线两条互相垂直的弦中点所在直线过定点

题型七：内接直角三角形范围与最值问题

题型八：两条互相垂直的弦中点范围与最值问题

【典例例题】



题型一：椭圆内接直角三角形的斜边必过定点

例 1．（2023·全国·高三专题练习）设 1 2,F F 分别是圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的左､右焦点，M 是 C 上一点，

2MF 与 x 轴垂直.直线 1MF 与 C 的另一个交点为 N，且直线 MN 的斜率为
2

4

(1)求椭圆 C 的离心率.

(2)设 (0,1)D 是椭圆 C 的上顶点，过 D 任作两条互相垂直的直线分别交椭圆 C 于 A､B 两点，过点 D 作线段

AB 的垂线，垂足为 Q，判断在 y 轴上是否存在定点 R，使得 | |RQ 的长度为定值？并证明你的结论.

例 2．（2023·河南·安阳一中高三阶段练习（文））设 1 2,F F 分别是椭圆
2 2

2 2 1x
a

C y
b

＋ ＝： 0a b （ ）的左､右焦

点，M 是C 上一点， 2MF 与 x 轴垂直.直线 1MF 与C 的另一个交点为 N ，且直线MN 的斜率为
2

4
.

(1)求椭圆C 的离心率；

(2)设  0,1D 是椭圆C 的上顶点，过D任作两条互相垂直的直线分别交椭圆C 于 A B， 两点，证明直线 AB

过定点，并求出定点坐标.

例 3．（2023·江苏·模拟预测）在平面直角坐标系 xOy 中，已知椭圆  
2 2

2 2: 1 0x yC a b
a b

    ，椭圆C 的离心

率为
1
2 ，  0, 3B 在椭圆C 上．

(1)求椭圆C 的方程；

(2)过椭圆C 的左顶点A 作两条互相垂直的直线分别与椭圆C 交于M 、 N 两点（不同于点A ），且

AD MN ，D为垂足，求三角形 ABD面积的最大值．

例 4．（2023·全国·模拟预测）已知椭圆  
2 2

2 2: 1 0x yC a b
a b

    的左、右焦点为 1F ， 2F ，以 1 2F F 为直径的

圆与椭圆在第一象限的交点为 P， 1 2PF F△ 的内切圆的半径为 2 3 ，且 1 2PF F△ 的面积为 1．



(1)求椭圆 C 的标准方程；

(2)过椭圆的右顶点 B 作两条互相垂直的直线分别交椭圆于点 D 和点 E，若直线 DE 与 x 轴的交点为 T，O

为坐标原点， OTPV 的面积是否为定值，如果是定值，求出该定值；如果不是，请说明理由．

例 5．（2023·广东·潮阳一中明光学校高三阶段练习）已知长度为 3 的线段的两个端点 A，B 分别在 x 轴和

y 轴上运动，动点 P 满足 2BP PA
uuur uuur

，记动点 P 的轨迹为曲线 C.

(1)求曲线 C 的方程；

(2)设曲线 C 与 y 轴的正半轴交于点 D，过点 D 作互相垂直的两条直线，分别交曲线 C 于 M，N 两点，连

接 MN，试判断直线 MN 是否经过定点．若是，求出该定点坐标；若否，请说明理由.

题型二：双曲线内接直角三角形的斜边必过定点

例 6．（2023·全国·高三专题练习）在平面直角坐标系 xOy 中，动点 Р 与定点 F(2，0)的距离和它到定直线

l：
3
2

x  的距离之比是常数
2 3

3
，记 P 的轨迹为曲线 E.

(1)求曲线 E 的方程；

(2)设过点 A( 3，0)两条互相垂直的直线分别与曲线 E 交于点 M，N(异于点 A)，求证：直线 MN 过定点.

例 7．（2023·广东广州·高三开学考试）已知双曲线  
2 2

2 2: 1 , 0x y a b
a b

    ，经过双曲线上的点  2,1A 作

互相垂直的直线 AM､AN 分别交双曲线于 M､N 两点.设线段 AM､AN 的中点分别为 B､C，直线 OB､OC

（O 为坐标原点）的斜率都存在且它们的乘积为
1
4

 .

(1)求双曲线的方程；

(2)过点 A 作 AD MN （D 为垂足），请问：是否存在定点 E，使得 DE 为定值？若存在，求出点 E 的坐

标；若不存在，请说明理由.



例 8．（2023·全国·高三专题练习）已知双曲线  
2 2

2 2: 1 0, 0x yC a b
a b

    的左，右焦点分别为  1 6,0F  ，

 2 6,0F ．且该双曲线过点  2 2, 2P ．

(1)求 C 的方程；

(2)如图．过双曲线左支内一点  ,0T t 作两条互相垂直的直线分别与双曲线相交于点 A，B 和点 C，D．当

直线 AB，CD 均不平行于坐标轴时，直线 AC，BD 分别与直线 x t 相交于 P．Q 两点，证明：P，Q 两点

关于 x 轴对称．

题型三：抛物线内接直角三角形的斜边必过定点

例 9．（2023·陕西师大附中高三开学考试（理））已知抛物线 2: 2 ( 0)C y px p  ，O 是坐标原点，F 是 C 的

焦点，M 是 C 上一点， | | 4FM  ， 120OFM  ．

(1)求抛物线 C 的标准方程；

(2)设点  0 , 2Q x 在 C 上，过 Q 作两条互相垂直的直线 ,QA QB，分别交 C 于 A，B 两点（异于 Q 点）．证

明：直线 AB 恒过定点．

题型四：椭圆两条互相垂直的弦中点所在直线过定点

例 10．（2023·全国·高三专题练习（文））已知 F 是椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的左焦点，焦距为 4，且 C

过点 ( 3,1)P ．

(1)求 C 的方程；

(2)过点 F 作两条互相垂直的直线 l1，l2，若 l1与 C 交于 A，B 两点，l2与 C 交于 D，E 两点，记 AB 的中点

为 M，DE 的中点为 N，试判断直线 MN 是否过定点，若过点，请求出定点坐标；若不过定点，请说明理

由．



例 11．（2023·全国·高三开学考试（理））已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yE a b
a b

    的左，右焦点分别为 1F ， 2F ，

且 1F ， 2F 与短轴的两个端点恰好为正方形的四个顶点，点
2 3,

2 2
P

 
  
 

在 E 上.

(1)求 E 的方程；

(2)过点 2F 作互相垂直且与 x 轴均不重合的两条直线分别交 E 于点 A，B 和 C，D，若 M，N 分别是弦 AB，

CD 的中点，证明：直线 MN 过定点.

例 12．（2023·全国·高三专题练习）已知 1l ， 2l 是过点  0,2 的两条互相垂直的直线，且 1l 与椭圆

2
2: 1

4
x y   相交于 A，B 两点， 2l 与椭圆相交于 C，D 两点．

(1)求直线 1l 的斜率 k 的取值范围；

(2)若线段 AB ，CD 的中点分别为 M，N，证明直线MN 经过一个定点，并求出此定点的坐标．

题型五：双曲线两条互相垂直的弦中点所在直线过定点

例 13．（2023·山东·肥城市教学研究中心模拟预测）在平面直角坐标系 xOy 中，已知 1 2,A A 两点的坐标分别

是 ( 3,0), ( 3,0) ，直线 ,A B A B1 2 相交于点 B ，且它们的斜率之积为
1
3

.

(1)求点 B 的轨迹方程；

(2)记点 B 的轨迹为曲线C ， , , ,M N P Q是曲线C 上的点，若直线MN ， PQ均过曲线C 的右焦点F 且互相垂

直，线段MN 的中点为 R ，线段 PQ的中点为T . 是否存在点G ，使直线RT 恒过点G ，若存在，求出点G

的坐标，若不存在，说明理由.

题型六：抛物线两条互相垂直的弦中点所在直线过定点



例 14．（2023·陕西·西安中学模拟预测（文））动圆 P 与直线 1x   相切，点 (1,0)F 在动圆上．

(1)求圆心 P 的轨迹 Q 的方程；

(2)过点 F 作曲线 O 的两条互相垂直的弦 AB，CD，设 AB，CD 的中点分别为 M，N，求证：直线 MN 必过

定点．

例 15．（2023·全国·高三专题练习）已知抛物线  2 0x ay a  ，过点 0,
2
aM  

 
 

作两条互相垂直的直线 1 2,l l ，

设 1 2,l l 分别与抛物线相交于 ,A B及 ,C D 两点，当A 点的横坐标为 2时，抛物线在点A 处的切线斜率为1.

(1)求抛物线的方程；

(2)设线段 ,AB CD 的中点分别为 ,E F ，O为坐标原点，求证直线 EF 过定点.

例 16．（2023·河南·高三开学考试（文））已知抛物线  2: 2 0C y px p  的焦点为 F，点 M 在抛物线 C

上，O 为坐标原点， OMFV 是以OF 为底边的等腰三角形，且 OMFV 的面积为 2 2 ．

(1)求抛物线 C 的方程．

(2)过点 F 作抛物线 C 的两条互相垂直的弦 AB ，DE ，设弦 AB ，DE 的中点分别为 P，Q，试判断直线 PQ

是否过定点．若是，求出所过定点的坐标；若否，请说明理由．

例 17．（2023·全国·高三专题练习）已知抛物线 C：  2 2 0y px p  的焦点为 F，过焦点 F 且垂直于 x 轴的

直线交 C 于 H，I 两点，O 为坐标原点， OHIV 的周长为 4 5 8 ．

(1)求抛物线 C 的方程；

(2)过点 F 作抛物线 C 的两条互相垂直的弦 AB，DE，设弦 AB，DE 的中点分别为 P，Q，试判断直线 PQ

是否过定点？若过定点．求出其坐标；若不过定点，请说明理由．

例 18．（2023·重庆·一模）抛物线 2: 2 ( 0)E y px p  ，点 P 是抛物线E 上一点，F 为此抛物线的焦点，O

为坐标原点， 2 3, 3OP PF  .

(1)求抛物线E 的方程；

(2)抛物线E 的两条互相垂直的弦 AB 和CD 交于点  2,0 ,G M 和 N 分别是 AB 和CD 的中点，求G 到直线



MN 的最大距离.

题型七：内接直角三角形范围与最值问题

例 19．（2023·全国·郑州一中模拟预测（理））已知椭圆 C：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    的左焦点为 1( 1,0)F  ，且

过点（1，
3
2
）.

(1)求椭圆 C 的方程；

(2)过 1F 且互相垂直的两条直线 1l ， 2l 分别交椭圆 C 于 A、B 两点和 M、N 两点，求 AB MN 的取值范围.

例 20．（2023·安徽·高三阶段练习（文））已知椭圆  
2 2

2 2: 1 0x yC a b
a b

    的离心率为
2

2
，过点  6,0P 

作椭圆 C 的两条切线m 、n互相垂直.

(1)求椭圆 C 的方程；

(2)设椭圆 C 的左、右顶点分别为 A、B，若过点 A 作互相垂直的直线 1l 、 2l 分别与椭圆交于 M、N 两点，

M、N 两点不同于点 A，求三角形 BMN 面积的最大值.

例 21．（2023·全国·清华附中朝阳学校模拟预测）如图所示，M 、D分别为椭圆
2

2
2 1( 1)x y a

a
   的左、右

顶点，离心率为
3

2
.

(1)求椭圆的标准方程；



(2)过M 点作两条互相垂直的直线MA，MB与椭圆交于A ， B 两点，求 DABV 面积的最大值.

例 22．（2023·全国·高三专题练习）已知在平面直角坐标系中有两定点  1 1,0F  ，  2 1,0F ，平面上一动点

P 到两定点的距离之和为 2 2 ．

(1)求动点 P 的轨迹E 的方程；

(2)过点 1F 作两条互相垂直的直线，分别与E 交于A ， B ，C ，D四点，求四边形 ACBD面积的最小值．

题型八：两条互相垂直的弦中点范围与最值问题

例 23．已知抛物线 E 的顶点在原点，焦点为 (2,0)F ，过焦点且斜率为 k 的直线交抛物线于 P ，Q两点，

（1）求抛物线方程；

（2）若 | | 2 | |FP FQ ，求 k 的值；

（3）过点 ( ,0)T t 作两条互相垂直的直线分别交抛物线 E 于 A ， B ，C ， D 四点，且 M ， N 分别为线段 AB ，

CD的中点，求 TMN 的面积最小值．
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例 24．（2023·全国·高三专题练习）已知抛物线 2: 2 ( 0)C y px p  的焦点为F ，直线 8y  与抛物线C 交于

点 P ，且
5| |
2

PF p ．

(1)求抛物线C 的方程；

(2)过点F 作抛物线C 的两条互相垂直的弦 AB ，DE ，设弦 AB ，DE 的中点分别为 P，Q，求 PQ 的最小

值．

例 25．（2023·全国·高三专题练习）已知椭圆
2 2

1 2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的长轴长为 4，离心率为
1
2 ，一动圆

2C 过椭圆 1C 右焦点F ，且与直线 1x   相切．



(1)求椭圆 1C 的方程及动圆圆心轨迹 2C 的方程；

(2)过F 作两条互相垂直的直线，分别交椭圆 1C 于 P ，Q两点，交曲线 2C 于M ， N 两点，求四边形PMQN

面积的最小值．

例 26．（2023·安徽师范大学附属中学模拟预测（文））已知抛物线 2 2 0T y px p ： （ ），点 F 为其焦点，P

为 T 上的动点，若|PF|的最小值为 1.

(1)求抛物线 T 的方程；

(2)过 x 轴上一动点  ,0 0E a a （ ）作互相垂直的两条直线，与抛物线 T 分别相交于点 ,A B和 C，D，点 H，

K 分别为 ,AB CD 的中点，求△EHK 面积的最小值.

例 27．（2023·全国·高三专题练习（文））在平面直角坐标系 xOy 中，一动圆经过点 F（2，0）且与直线

2x   相切，设该动圆圆心的轨迹为曲线．

(1)求曲线的方程；

(2)过点 M（m，0）（m＞0）作两条互相垂直的直线 1 2,l l ，且 1l 与曲线交于 A，B 两点， 2l 与曲线交于

C，D 两点，点 P，Q 分别为 AB，CD 的中点，求△MPQ 面积的最小值．

例 28．（2023·全国·高三专题练习（文））已知抛物线  2: 2 0T y px p  ，点F 为其焦点，点M 、 N 在抛

物线上，且直线MN 过点 ,0
2
pG   

 
， 2 6FM FN  .

(1)求抛物线T 的方程；

(2)过焦点F 作互相垂直的两条直线，与抛物线T 分别相交于点A 、 B 和C 、D，点 P 、Q分别为 AB 、

CD 的中点，求 FPQ△ 面积的最小值.

例 29．（2023·全国·高三专题练习）已知 P( 2 ， 3 )是椭圆 C：
2 2

2 2 1x y
a b

   (a>b>0)上一点，以点 P 及椭

圆的左、右焦点 F1，F2为顶点的三角形面积为 2 3．

(1)求椭圆 C 的标准方程；

(2)过 F2 作斜率存在且互相垂直的直线 l1，l2，M 是 l1与 C 两交点的中点，N 是 l2与 C 两交点的中点，求

△MNF2面积的最大值．



例 30．（2023·河南郑州·高三阶段练习（理））如图，已知抛物线 2: 2 ( 0)C y px p  的焦点为 F，抛物线 C

上的点到准线的最小距离为 1．

(1)求抛物线 C 的方程；

(2)过点 F 作互相垂直的两条直线 l1，l2，l1与抛物线 C 交于 A，B 两点，l2与抛物线 C 交于 C，D 两点，

M，N 分别为弦 AB，CD 的中点，求|MF|·|NF|的最小值．

例 31．（2023·湖北·高三阶段练习（理））已知点 P（x，y）是平面内的动点，定点 F（1，0），定直线 l：

x=﹣1 与 x 轴交于点 E，过点 P 作 PQ⊥l 于点 Q，且满足EP
uuur

  EF FP
uuur uuur

  FQ
uuur

.

（1）求动点 P 的轨迹 t 的方程；

（2）过点 F 作两条互相垂直的直线，分别交曲线 t 于点 A,B，和点 C，D.设线段 AB 和线段 CD 的中点分

别为 M 和 N，记线段 MN 的中点为 K，点 O 为坐标原点，求直线 OK 的斜率 k 的取值范围.





专题 31 圆锥曲线的垂直弦问题

【方法技巧与总结】

1、过椭圆
22

2 2
1yx

a b
  的右焦点 ( ,0)F c 作两条互相垂直的弦AB ，CD ．若弦AB ，

CD 的中点分别为M ，N ，那么直线MN 恒过定点
2

2 2
( ,0)a c
a b

．

2、过椭圆
22

2 2
1yx

a b
  的长轴上任意一点 ( ,0)( )S s a s a   作两条互相垂直的弦

AB ，CD ．若弦AB ，CD 的中点分别为M ，N ，那么直线MN 恒过定点
2

2 2
( ,0)a s
a b

．

3、过椭圆
22

2 2
1yx

a b
  的短轴上任意一点 (0, )( )T t t t t   作两条互相垂直的弦AB ，

CD ．若弦AB ，CD 的中点分别为M ，N ，那么直线MN 恒过定点
2

2 2
(0, )b t

a b
．

4、过椭圆
22

2 2
1yx

a b
  内的任意一点

2 2

2 2
( , )( 1)s tQ s t

a b
  作两条互相垂直的弦AB ，

CD ．若弦AB ，CD 的中点分别为M ，N ，那么直线MN 恒过定点
2 2

2 2 2 2
( , )a s b t
a b a b 

．

5、以 0 0( , )x y 为直角定点的椭圆
22

2 2
1yx

a b
  内接直角三角形的斜边必过定点

2 2 2 2

0 02 2 2 2
( , )a b b ax y
a b b a

  
 

6、以上顶点为直角顶点的椭圆内接直角三角形的斜边必过定点，且定点在y 轴上．

7、以右顶点为直角顶点的椭圆内接直角三角形的斜边必过定点，且定点在x 轴上．

8、以 0 0( , )x y
为直角定点的抛物线

2 2y px 内接直角三角形的斜边必过定点 0( 2x p
，

0)y

9、以 0 0( , )x y 为直角定点的双曲线
22

2 2
1yx

a b
  内接直角三角形的斜边必过定点

2 2 2 2

0 02 2 2 2
( , )a b a bx y
a b b a

 
 

【题型归纳目录】

题型一：椭圆内接直角三角形的斜边必过定点

题型二：双曲线内接直角三角形的斜边必过定点

题型三：抛物线内接直角三角形的斜边必过定点

题型四：椭圆两条互相垂直的弦中点所在直线过定点



题型五：双曲线两条互相垂直的弦中点所在直线过定点

题型六：抛物线两条互相垂直的弦中点所在直线过定点

题型七：内接直角三角形范围与最值问题

题型八：两条互相垂直的弦中点范围与最值问题

【典例例题】

题型一：椭圆内接直角三角形的斜边必过定点

例 1．（2023·全国·高三专题练习）设 1 2,F F 分别是圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的左､右焦点，

M 是 C 上一点， 2MF 与 x 轴垂直.直线 1MF 与 C 的另一个交点为 N，且直线 MN 的斜率为

2
4

(1)求椭圆 C 的离心率.

(2)设 (0,1)D 是椭圆 C 的上顶点，过 D 任作两条互相垂直的直线分别交椭圆 C 于 A､B 两

点，过点 D 作线段 AB 的垂线，垂足为 Q，判断在 y 轴上是否存在定点 R，使得 | |RQ 的长

度为定值？并证明你的结论.

【解析】（1）由题意知，点M 在第一象限. MQ 是C 上一点且 2MF
与 x 轴垂直，

M 的横坐标为 c .当 x c 时，
2by

a
 ，即

2

, bM c
a

 
 
 

.

又直线MN 的斜率为
2

4
，所以

2

2

1 2
2tan

2 2 4

b
baMF F

c ac
    ，

即 2 2 22
2

b ac a c   ，即 2 22 0
2

c ac a   ，

则 2 2 1 0
2

e e   ，解得
2

2
e  或 2e   （舍去），即

2
2

e  .

（2）已知
 0,1D

是椭圆的上顶点，则

2 2 221, , , 2
2

cb a b c a
a

     Q
，椭圆的方程为

2
2 1

2
x y 

，

易得直线 AB 的斜率必然存在，设直线 AB 的方程为    1 1 2 2, , , ,y kx m A x y B x y  ，

由 2 22 2
y kx m
x y

 
  

可得      2 2 21 2 4 2 1 0 * ,k x kmx m    

所以
 2

1 2 1 22 2

2 14 ,
1 2 1 2

mkmx x x x
k k


  

 
，

又    1 1 2 2, 1 , , 1DA x y DB x y   
uuur uuur

，.



     1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1DA DB x x y y x x kx m kx m          
uuur uuur

    2 2
1 2 1 21 1 ( 1)k x x k m x x m      

     
2

2 2
2 2

2 1 41 1 ( 1)
1 2 1 2

m kmk k m m
k k
 

       
 

，

      2 2 2 2 2 2

2

2 1 1 4 1 2 ( 1)
0

1 2
m k k m m k m

k
      

 


化简整理有 23 2 1 0m m   ，得
1
3

m   或 1m  .

当 1m  时，直线 AB 经过点D，不满足题意；

当
1
3

m   时满足方程  * 中Δ 0 ，故直线 AB 经过 y 轴上定点
10,
3

G   
 

.

又Q为过点D作线段 AB 的垂线的垂足，故Q在以DG 为直径的圆上，取DG 的中点为

10,
3

R  
 
 

，则 RQ 为定值，且
1 2
2 3

RQ DG 

例 2．（2023·河南·安阳一中高三阶段练习（文））设 1 2,F F 分别是椭圆
2 2

2 2 1x
a

C y
b

＋ ＝：

0a b （ ）的左､右焦点，M 是C 上一点， 2MF 与 x 轴垂直.直线 1MF 与C 的另一个交点为

N ，且直线MN 的斜率为
2

4
.

(1)求椭圆C 的离心率；

(2)设  0,1D 是椭圆C 的上顶点，过D任作两条互相垂直的直线分别交椭圆C 于 A B， 两

点，证明直线 AB 过定点，并求出定点坐标.

【解析】（1）由题意知，点M 在第一象限， MQ 是C 上一点且 2MF
与 x 轴垂直，

M 的横坐标为 c .当 x c 时，
2by

a
 ，即

2

, bM c
a

 
 
 

.

又直线MN 的斜率为
2

4
，所以

2

2

1 2
2tan

2 2 4

b
baMF F

c ac
    ，

即 2 2 22
2

b ac a c   ，即 2 22 0,
2

c ac a  

则 2 2 1 0
2

e e   ，解得
2

2
e  或 2e   （舍去），

即
2

2
e  .

（2）已知
 0,1D

是椭圆的上顶点，则 1b  ，



由（1）知
22 1

2
be
a

     
 

，解得 2a  ，

所以，椭圆C 的方程为
2

2 1
2
x y  ，

设直线 AB 的方程为    1 1 2 2, , , ,y kx m A x y B x y  ，

联立 2 22 2
y kx m
x y

 
  

可得      2 2 21 2 4 2 1 0 *k x kmx m     ，

所以
 2

1 2 1 22 2

2 14 ,
1 2 1 2

mkmx x x x
k k


  

 
，

又    1 1 2 2, 1 , , 1DA x y DB x y   
uuur uuur

，

     1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 1DA DB x x y y x x kx m kx m          
uuur uuur

    2 2
1 2 1 21 1 ( 1)k x x k m x x m      

     
2

2 2
2 2

2 1 41 1 ( 1)
1 2 1 2

m kmk k m m
k k
 

       
 

      2 2 2 2 2 2

2

2 1 1 4 1 2 ( 1)
0

1 2
m k k m m k m

k
      

 


，

化简整理有 23 2 1 0m m   ，得
1
3

m   或 1m  .

当 1m  时，直线 AB 经过点D，不满足题意；.

当
1
3

m   时满足方程  * 中Δ 0 ，

故直线 AB 经过 y 轴上定点
10,
3

G   
 

.

例 3．（2023·江苏·模拟预测）在平面直角坐标系 xOy 中，已知椭圆

 
2 2

2 2: 1 0x yC a b
a b

    ，椭圆C 的离心率为
1
2 ，  0, 3B 在椭圆C 上．

(1)求椭圆C 的方程；

(2)过椭圆C 的左顶点A 作两条互相垂直的直线分别与椭圆C 交于M 、 N 两点（不同于点

A ），且 AD MN ，D为垂足，求三角形 ABD面积的最大值．

【解析】(1)由题意得

2 2 2

1
2
3

c
a
b
b a c

 
 
  
 ，解得

2

3
1

a

b
c





  ，所以椭圆C 的方程

2 2

1
4 3
x y

 
．

(2)当MN 垂直于 x 轴时，则M 、 N 关于 x 轴对称，



设点M 在 x 轴上方，因为 AM AN ，易知直线 AM 的倾斜角为
4

，

所以，直线 AM 的方程为 2y x  ，联立
2 2

2
3 4 12

2

y x
x y

x

 
  
  

，可得

2
7

12
7

x

y

  

 


，

即点
2 12,
7 7

M   
 

，则
2 12,
7 7

N    
 

，可得
2 ,0
7

D   
 

，

此时，
1 2 6 32 3
2 7 7ABDS        

 
△ ；

当MN 不垂直于 x 轴时，设直线MN 的方程为 y kx t  ，设点  1 1,M x y 、  2 2,N x y ，

联立 2 23 4 12
y kx t
x y
 

  
，可得  2 2 23 4 8 4 12 0k x ktx t     ，

  2 2 2 264 4 4 3 4 12 0k t k t      ，可得 2 24 3t k  ，

由韦达定理可得 1 2 2

8
4 3

ktx x
k

  


，
2

1 2 2

4 12
4 3
tx x
k





，

   1 1 1 12, 2,AM x y x kx t    
uuuur

，  2 22,AN x kx t  
uuur

，

因为 AM AN ，则      1 2 1 22 2AM AN x x kx t kx t      
uuuur uuur

         2 2
2 2 2

1 2 1 2 2

1 4 12 8 2
1 2 4 4 0

4 3
k t kt kt

k x x kt x x t t
k

   
          


，

整理可得 2 24 16 7 0k kt t   ，即   2 2 7 0k t k t   ，所以， 2t k 或
2
7
kt  .

若 2t k ，则直线MN 的方程为  2y k x  ，此时直线MN 过点A ，

则M 、 N 必有一点与点A 重合，不合乎题意；

若
2
7

t k ，则直线MN 的方程为
2
7

y k x   
 

，此时直线MN 过定点
2 ,0
7

E   
 

，合乎题意.

因为 AD DE ，且线段 AE 的中点坐标为
8 ,0
7

  
 

，
12
7

AE  ，

所以， AEDV 的外接圆为

2
28 36

7 49
x y    

 
，

因为 AB 直线方程为 1
2 3
x y

 


，即 3 2 2 3 0x y   ，且 3 4 7AB    ，

因为D到直线 AB 的最大距离为

8 3 2 3
7 6 42 6 21

7 493 4

 


 


，



所以 ABD△ 的面积
1 42 6 21 3 7 3 37
2 49 7ABDS  

   V ．

综上所述， ABD△ 面积的最大值为
3 7 3 3

7


．

例 4．（2023·全国·模拟预测）已知椭圆  
2 2

2 2: 1 0x yC a b
a b

    的左、右焦点为 1F ， 2F ，

以 1 2F F 为直径的圆与椭圆在第一象限的交点为 P， 1 2PF F△ 的内切圆的半径为 2 3 ，且

1 2PF F△ 的面积为 1．

(1)求椭圆 C 的标准方程；

(2)过椭圆的右顶点 B 作两条互相垂直的直线分别交椭圆于点 D 和点 E，若直线 DE 与 x 轴

的交点为 T，O 为坐标原点， OTPV 的面积是否为定值，如果是定值，求出该定值；如果

不是，请说明理由．

【解析】(1)设 1 2PF F△ 的内切圆的半径为 r．

∵点 P 在以 1 2F F 为直径的圆上，∴ 1 2PF F△ 为直角三角形，

∴ 1 2 1 2 2 4 2 3PF PF F F r     ，∴ 2 3a c   ．

1 2PF F△ 的面积为  1 2 1 2
1
2

PF PF F F r  ，

且 1 2 2PF PF a  ， 1 2| | 2F F c ，∴   2 3 1a c   ，

∴ 2 3a c   ，∴ 2a  ， 3c  ，∴ 2 2 2 1b a c   ，

∴椭圆 C 的标准方程为
2

2 1
4
x y  ．

(2)当直线 DE 的斜率存在时，设直线 DE 的方程为 y kx m  ，  1 1,D x y ，  2 2,E x y ，

则
1

1 2DB
yk

x


 ，
2

2 2EB
yk

x


 ．由直线 BD 与 BE 互相垂直可得，

1 2

1 2

1
2 2DB EB

y yk k
x x

    
  ，化简得  1 2 1 2 1 22 4 0x x x x y y     ．（*）

联立直线 DE 与椭圆 C 的方程得  2 2 24 1 8 4 4 0k x kmx m     ，

∴ 1 2 2

8
4 1

kmx x
k

  


，
2

1 2 2
4 4
4 1
mx x
k





，∴   

2 2

1 2 1 2 2

4
4 1

m ky y kx m kx m
k


   


，

代入（*）式得
2 2 2

2 2 2

4 4 16 44 0
4 1 4 1 4 1
m km m k
k k k

 
   

  
，

整理得 2 25 16 12 0m km k   ，即   5 6 2 0m k m k   ，∴ 2m k  或
6
5

m k  ．

将 m 的值代入 y kx m  可知直线 DE 恒过点  2,0 或
6 ,0
5

 
 
 

．



∵  2,0B ，∴  2,0 不满足题意条件，∴点 T 的坐标为
6 ,0
5

 
 
 

；

当直线 DE 的斜率不存在时，不妨设点 D 在 x 轴下半轴．

由椭圆的对称性可得直线 BD 的方程为 2y x  ，联立 BD 与椭圆 C 的方程可得

25 16 12 0x x   ，解得 2x  或
6
5
，∴点 D 的坐标为

6 4,
5 5

  
 

，

同理可得点 E 的坐标为
6 4,
5 5

 
 
 

，∴点 T 的坐标为
6 ,0
5

 
 
 

．

综上所述，点 T 的坐标为
6 ,0
5

 
 
 

．联立

2 2

2
2

3,

1,
4

x y
x y

  



 

可得点
2 6 3,

3 3
P

 
  
 

，

∴ OTPV 的面积
1 6 3 3
2 5 3 5

S     ，

∴ OTPV 的面积是为定值，且定值为
3

5
．

例 5．（2023·广东·潮阳一中明光学校高三阶段练习）已知长度为 3 的线段的两个端点 A，

B 分别在 x 轴和 y 轴上运动，动点 P 满足 2BP PA
uuur uuur

，记动点 P 的轨迹为曲线 C.

(1)求曲线 C 的方程；

(2)设曲线 C 与 y 轴的正半轴交于点 D，过点 D 作互相垂直的两条直线，分别交曲线 C 于

M，N 两点，连接 MN，试判断直线 MN 是否经过定点．若是，求出该定点坐标；若否，请

说明理由.

答案：(1)
2

2 1
4
x y 

(2)是，定点
30,
5

  
 

．

分析：小问 1：设动点 P 和点 A，B 的坐标，利用向量数乘关系结合 | | 3AB  容易求得方

程；

小问 2：讨论直线MN 的斜率不存在时与存在时的情况，若存在，设直线MN 方程为

y kx b  ，代入曲线 C 的方程，结合韦达定理和DM DN ，运用向量数量积求解

3
5

b   ，即可求出定点．

（1）设 ( ) ( ) ( ), , ,0 , 0,P x y A m B n ，由 2BP PA
uuur uuur

，

( ) ( ) ( ), , 2 2 , 2x y n m x y m x y\ - = - - = - - ，即
2 2

2
x m x
y n y

 
   

.
3
2
3

m x

n y

 
 

. 又 | | 3AB  ，

2 2 9m n   .从而
2

29 9 9
4
x y+ = .曲线C 的方程为

2
2 1

4
x y  ；



（2）由题意可知，当直线MN 的斜率不存在时，直线MN 方程为 0x  ；当直线MN 的斜

率存在时，设直线MN 方程为 y kx b  由 2 24 4 0
y kx b
x y

 
   

，消去 y 得

2 2 2(1 4 ) 8 4 4 0k x kbx b     ，设    1 1 2 2, , ,M x y N x y 则
2

1 2 1 22 2

8 4 4,
1 4 1 4

kb bx x x x
k k

 
  

 
因为

DM DN ，  0,1D ，则    1 1 2 2, 1 , , 1DM x y DN x y   
uuuur uuur

所以

  1 2 1 21 1 0DM DN x x y y     
uuuur uuur

，又 1 1 2 2y kx b y kx b   ， ，化为

      22
1 2 1 21 1 1 0k x x k b x x b       所以

      
2 2 2

2
2 2

4 1 1 8 1
1 0

1 4 1 4
k b k b b

b
k k

  
   

 
得

3
5

b   ，所以直线MN 方程为
3
5

y kx  ，过定点
30,
5

  
 

；综上所述：直线 MN 经过定点

30,
5

  
 

．

题型二：双曲线内接直角三角形的斜边必过定点

例 6．（2023·全国·高三专题练习）在平面直角坐标系 xOy 中，动点 Р 与定点 F(2，0)的距

离和它到定直线 l：
3
2

x  的距离之比是常数
2 3

3
，记 P 的轨迹为曲线 E.

(1)求曲线 E 的方程；

(2)设过点 A( 3，0)两条互相垂直的直线分别与曲线 E 交于点 M，N(异于点 A)，求证：直

线 MN 过定点.

【解析】（1）设 P(x，y)，

因为 P 与定点 F(2，0)的距离和它到定直线 l：
3
2

x  的距离之比是常数
2 3

3
，

所以

2 2( 2) 2 3
3 3
2

x y

x

 



，

化简得
2

2 1
3
x y  ，

所以曲线 E 的方程为
2

2 1
3
x y  .

（2）设 M(x1，y1)，N(x2，y2)，

当直线 MN 斜率不存在，直线 AM，AN 分别为 y x 3  ， 3  y x ，

分别联立
2

2 1
3
x y  ，解得 M( 2 3， 3 )，N( 2 3，－ 3 )，

此时直线 MN 的方程为 2 3x  ，过点( 2 3，0)；



当直线 MN 斜率存在时设其方程为 y kx m  ，( 3
3

k   )

由

2
2 1

3
x y

y kx m


 


  

，消去 y 得 2 2 2(1 3 ) 6 3 3 0    k x kmx m ，

所以 2 2 2( 6 ) 4(1 3 )( 3 3) 0km k m       ，即 2 21 3 0m k   ，

1 2 2

6
1 3

kmx x
k

 


，
2

1 2 2

3 3
1 3

mx x
k

 



，

因为 AM⊥AN，

所以
1 2

1 2

1
3 3AM AN

y yk k
x x

    
 

，即   1 2 1 23 3y y x x    ，

即   1 2 1 2( )( ) 3 3kx m kx m x x      ，

即 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( ) 3( ) 3k x x km x x m x x x x       ，

将 1 2 2

6
1 3

kmx x
k

 


，
2

1 2 2

3 3
1 3

mx x
k

 



代入化简得： 2 23 3 6 0m km k   ，

所以 3m k  或 2 3m k  ，

当 3m k  时，直线 MN 方程为 3y kx k  (不符合题意舍去)，

当 2 3m k  时，直线 MN 方程为 ( 2 3)y k x  ，MN 恒过定点( 2 3，0)，

综上所述直线 MN 过定点( 2 3，0).

例 7．（2023·广东广州·高三开学考试）已知双曲线  
2 2

2 2: 1 , 0x y a b
a b

    ，经过双曲线

上的点  2,1A 作互相垂直的直线 AM､AN 分别交双曲线于 M､N 两点.设线段 AM､AN 的中

点分别为 B､C，直线 OB､OC（O 为坐标原点）的斜率都存在且它们的乘积为
1
4

 .

(1)求双曲线的方程；

(2)过点 A 作 AD MN （D 为垂足），请问：是否存在定点 E，使得 DE 为定值？若存在，

求出点 E 的坐标；若不存在，请说明理由.

【解析】（1）设
 1 1,M x y ､  2 2,N x y

，线段 AM､AN 的中点分别为
 ,B m n ､  ,C p q

，

由已知，得
2 2
1 1
2 2 1x y

a b
  ；

2 2

2 2
2 1 1
a b

 

两式相减，得
2 2 2 2
1 1

2 2

2 1 0x y
a b
 

  ，即
2

1 1
2

1 1

1 1
2 2

y y b
x x a

 
 

 
①

根据中点坐标及斜率公式，得



1 2 2x m  ， 1 1 2y n  ，
1

1

1
2AM

yk
x




 ，
1

1

1
2OB

ynk
m x


 

 .代入①，

得
2

2AM OB
bk k
a

  ②同理，得
2

2AN OC
bk k
a

  ③，②③相乘，得
4

4AM AN OB OC
bk k k k
a

    .

∵
1
4OB OCk k   ， 1AM ANk k   ，∴

4

4

1
4

b
a

 ④

由
2 2

2 2
2 1 1
a b

  ，与④联立，得 2 2a  ， 2 1b  ，

双曲线的方程为：
2

2 1
2
x y  .

（2）①当MN Ox 时，设 :MN x t ，
 ,M t y

，
 ,N t y

，  2, 1AM t y  
uuuur

，

 2, 1AN t y   
uuur

由 AM､AN 互相垂直，得    2 22 1 0AM AN t y     
uuuur uuur

，

由
2

2 1
2
t y  解得

2
3

t  （此时 y 无实数解，故舍去），或 2t  （此时 M､N 至少一个点与 A

重合，与条件不符，故舍去）.综上，此时无符合条件的解.

②当MN Ox 不成立时，设直线 :MN y kx m  ，  1 1,M x y ､  2 2,N x y

代入
2

2 1
2
x y  得    2 2 21 2 4 2 1 0k x kmx m     ， 21 2 0 k

     2 2 2 2 2 216 4 1 2 2 1 8 1 2 0k m k m m k          且 1 2 2

4
1 2

kmx x
k

 


 2

1 2 2

2 1
1 2

m
x x

k


  


∵        1 2 1 22 2 1 1AM AN x x y y        
uuuur uuur

       22
1 2 1 21 1 2 1 4 0k x x k m x x m            

∴  2 212 8 2 3 0k km m m     ，即   6 3 2 1 0k m k m     ，

解得： 6 3m k   或 2 1m k   .

当 2 1m k   时，  : 2 1MN y kx m k x     过点  2,1A ，与条件不符，舍去.

∴ 6 3m k   ，  : 6 3MN y kx m k x     ，过定点  6, 3P 

∴ AP 中点  4, 1E  ，由于 AD MN （D 为垂足），故
1 2 2
2

DE AP  .

综上所述，存在定点  4 1E ， ，使得 DE 为定值 2 2 .

例 8．（2023·全国·高三专题练习）已知双曲线  
2 2

2 2: 1 0, 0x yC a b
a b

    的左，右焦点分别

为  1 6,0F  ，  2 6,0F ．且该双曲线过点  2 2, 2P ．



(1)求 C 的方程；

(2)如图．过双曲线左支内一点  ,0T t 作两条互相垂直的直线分别与双曲线相交于点 A，B

和点 C，D．当直线 AB，CD 均不平行于坐标轴时，直线 AC，BD 分别与直线 x t 相交于

P．Q 两点，证明：P，Q 两点关于 x 轴对称．

【解析】（1）由已知可得

2 2

2 2

6
8 2 1

a b

a b

  


 
 ，解得

2 24, 2a b  ，

所以双曲线 C 的方程为
2 2

1
4 2
x y

  ；

（2）证明：由题意，设直线 AB 的方程为 x my t  ，直线CD 的方程为

1x y t
m

  
，点 

       1 1 2 2 3 3 4 4, , , , , , ,A x y B x y C x y D x y
，

由

2 2

1
4 2
x y

x my t


 


  

，得  2 2 22 2 4 0m y mty t     ，

则    2 2 2 2 2(2 ) 4 2 4 16 8 32 0mt m t m t         ，得 2 22 4m t  ，

所以
2

1 2 1 22 2
2 4,

2 2
mt ty y y y

m m
 

  
 

，

同理可得
 2 2

3 4 3 42 2

42 ,
1 2 1 2

t mmty y y y
m m


  

 
，其中 ,m t 满足

2
2

2 4t
m

  ，

直线 AC 的方程为  1 3

3
1 1

1

y yy y x x
x x


  

 ，令 x t ，得  1 3
1 1

1 3

y yy t x y
x x


  

 ,

又 1 1 3 3
1,x my t x y t
m

     ，所以
 2

1
2

1

3

3

1m y y
y

m y y





，即
 2

1 3
2

1 3

1
,

m y y
P t

m y y

 
 
  

，

同理可得
 2

2 4
2

2 4

1
,

m y y
Q t

m y y

 
 
  

，

因为
         

   
2 22 2

1 2 3 4 1 2 3 41 3 2 4
2 2 2 2

1 3 2 4 1 3 2 4

11 1 m m y y y y y y y ym y y m y y
m y y m y y m y y m y y

        
   

     

   

2 2 2 2
2

2 2 2 2

2 2
1 3 2 4

4 42 21
2 1 2 2 1 2

0

m t t mmt mtm
m m m m

m y y m y y

  
    

      
 

，

所以 ,P Q 两点关于 x 轴对称.

题型三：抛物线内接直角三角形的斜边必过定点
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