
摘要

摘要

Tricomi方程是一类重要的偏微分方程，具有重要的数学理论和物理应用，吸引了国

内外数学工作者的广泛关注和探索．本文主要研究Tricomi方程(组)解的一些性质，并进

一步研宄了一个带混合非线性项的Tricomi方程组解的长时间行为．具体地，本文主要研

究了以下内容：

首先在已有结果的基础上，系统研究了Tricomi算子的基本解，特别地，在一维情形，

给出了非齐次Tricomi方程解的表达式．

其次研究了半线性广义Tricomi方程与半线性耗散波动方程之间的联系．对于含

Mp及hIp非线性项的半线性广义Tricomi方程，均可以找到合适的变量替换，把原方程

变成带变系数(依赖于时间变量)的半线性耗散波动方程．从而两者之间的研究方法可以

互相借鉴．

最后，研究了如下带混合非线性项的广义Tricomi方程组小初值Cauchy问题

I 《H—f铆4“=Ivlq， (f，x)∈【o，丁)x R一，

l 蟛u—t2mAO=Iutlp， (f，x)∈【0，r)×Rn，
气

l“(0，x)=efl(x)，0tu(0，x)=Egl(x)， x∈Rn，

L v(O，x)=EA(x)， afu(o，x)=E92(x)， x∈Rn

解的长时间行为．这里m≥0是实常数，n∈N代表空间维数，￡>0是表示初值小性的参

数．利用两个常微分方程的解、截断函数等构造了两个试探函数，并利用两个试探函数

之间的关系巧妙地把两个方程的非线性项估计串联起来，最终证明了该方程组的解将会

在有限时间内破裂．即没有整体解，并进一步建立了解的生命跨度估计．

本文所做的工作为今后进一步研究混合型方程的边值问题和Cauchy问题等提供了

帮助．

关键词：Tricomi方程组；破裂；生命跨度；波动方程；基本解
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第1章绪论

第1章绪论

1．1 Tricomi方程的相关背景简介

1903年S．A．Chaplygin提出一类椭圆．双曲混合型方程

㈨襄+骞_o，
当Y>0且k(y)>0，方程是椭圆型的．当Y<0且七(y)<0，方程是双曲型的．此方程被称

为Chaplygin方程．其中当七(力取不同的值时，Chaplygin方程相应的会变成不同的方程．

忌(力=sgn(y)时，Chaplygin方程变成(sgn(y))uxx+Uyy=0，即为Lavrentiev—Bitsadze

方程．当y>0时，方程是Laplace方程，是椭圆型的；当Y<0时，方程是d'Alembert方

程，其系数在y=0有间断，是双曲型的．

七(力=Y时，Chaplygin方程变成Tricomi方程：yuxx+Uyy=0，当y>0时，方程为椭

圆型的，当y<0时，方程为双曲型的，两区域之间由一条曲线(或曲面)y=0所隔，其中

Y=0就是方程的退化线(面)．意大利数学家F．G．Tricomi在1 923年分析了Tricomi方程

“xx+x“yy=0

边值问题的适定性，它被证明是描述超音速飞机运动的一个很好的近似．由特征方程

d严+xdx2=0可以得到两条特征线
，’ 3

Y±妄(一x)j=C．
3

一个与Tricomi方程密切相关的偏微分方程是Keldysh方程：

x“xx+“州=0，

由特征方程xd严+dx2=0可得其特征线为
1 l

Y±妻(一x)互=C．
二

连续介质力学中的许多重要问题都可以简化为Keldysh方程的相应问题，特别是气体动

力学中的激波反射衍射问题．

上述两个方程在上半平面(x>0)都是椭圆型的，下半平面(x<0)都是双曲型的，并

在直线x=0上退化．两方程的区别就是，在双曲区域，Tricomi方程的特征线在X=0附

近是垂直于_x=0的，而Keldysh方程的特征线在Y=0附近是与Y=0相切的．因此这

两个方程边值问题及其解的性质有很多不同之处，具体可见参考文献[1]．
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第1章绪论

Tricomi方程

hx+x“y，，=0 (1．1)

是一类二阶椭圆．双曲混合型偏微分方程．它不仅具有重要的物理意义，也具有丰富的数

学理论．从物理意义的角度来看，Tricomi方程与空气动力学中的跨音速流问题有着密切

的关系．Tricomi方程可以用来描述de Laval管道当中从亚音速(x>0，椭圆区域)到超

音速@<0，双曲区域)的跨音速流，这是流体力学中最有趣的问题之一．另外，该方程在

x=0处会出现退化．后来，形如

U盯一炒Au=0 (1．2)

的广义Tricomi方程引起了国内外数学工作者的广泛关注．从数学研究的角度看，广义

Tricomi方程(1．2)可以看作是经典波动方程(m=0)的推广，其特征锥也由经典波动方

程的平直光锥变成弯曲的光锥．更多的介绍可见文献【2-6】．
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图1．1 经典波动方程及Tricomi方程的特征锥

早期人们对混合型偏微分方程的研究主要是讨论其边值问题解的存在唯一性和正

则性，或者是利用混合型方程理论解决力学、几何学中出现的相关问题．后来全空间中

非线性广义Tricomi方程Cauchy问题解的长时间行为也引起了人们的重视．流体力学和

微分几何中的许多重要问题都可以简化为Tricomi方程的相应问题，特别是跨音速流动

问题和等距嵌入问题等．例如对于可压缩气体的位势流方程，若其解产生破裂，则意味着

真空形成，此时方程会退化成(非线性)Tricomi型方程．另外，对于退化双曲型方程(例如

Eularopoisson．Darboux方程)或者是退化椭圆型方程，也可以通过适当的变换将其转换为

(广义)Tricomi方程进行研究．可见研究Tricomi方程解的性质具有重要的意义．

2
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第l章绪论

1．2半线性广义Tricomi方程的研究历史

最近，半线性广义Tricomi方程小初值Cauchy问题解的大时间行为同样受到国内外

数学工作者的关注．此类问题重点是找到一个与空间维数、Tricomi算子有关的临界指

标，并且证明非线性指数大于临界指标时有整体解，而小于或等于临界指标时解会在有

限时间内破裂．进一步，若没有整体解，则建立解关于初值小性参数的生命跨度估计也是

一个重要的研究方向．

上述文中提到Tricomi方程是波动方程的推广，因此先回顾下半线性波动方程相关

问题的研究历史．考虑如下小初值半线性波动方程Cauchy问题

lUtt一4“=luIp，(x，‘)∈掣×【0’∞)， ㈣
I“(o，x)=ef(x)，吨“(O，x)=Eg(x)， x∈Rn，

其中n表示空间维数，￡>0为表示初值小性的参数．非线性指标P≥2时，其解是古典

解；当1<P<2时，其解是弱解，但可以通过标准Strichartz估计用相关积分方程定义上

述Cauchy问题的解的表达式．具体可见文献Sideris[7]或Georgiev．Lindblad．Sogge[引．

当n=1时，Ka幻【9】证明了对坳>l，都有r(s)<OO．当n≥2时，数学家Strauss[10】

猜测：存在一个临界指标pc(n)，如果P>儿(以)，方程(1．3)存在整体解，即丁(E)=oo；如果

1<P≤pc(以)，解会在有限时间内破裂，即T(E)<00．其中I临界指标

，、n+1+、／—n2-I-10—n--7戌㈣=——1瓦了广
是二次代数方程

rQ，n)=-(n一1)∥+(n-I-1)p+2=0 (1．4)

的正根．Strauss猜想在任意维数都已经被证实，下表展示了相应的研究结果(见文献

【1 l-12】)：

表1．1解的破裂及整体存在性结果

如果方程没有整体解，则解关于初值小性参数￡的生命跨度估计T(e)也是一个重要

的研究方向，这时分次临界指标l<P<pc(n)和临界指标P=儿(玎)两种情形．

对于次临界指标1<P<玫(n)0≥2)情形，已有的研究结果表明存在两个与E无关

3
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第1章绪论

的正常数c和c，使得生命估计T(e)满足

=堑虹1 2 =2￡f￡=堕
CE r(nt力 ≤丁G)≤Ce r(n·p)，

其中max(1，石2)<p<p。(，1)和y(n，p)如(1．4)式所定义．下表有相关生命估计的结果
(见文献【13】)：

n

表1．2生命跨度估计总结

丁(E)的下界 丁(￡)的上界

2 Zhou[191 ZhouBg]

3 Lindblad120]Lindblad[20]

n≥4 Lai-Zhou[2l】Takamurall l】

当，l=I时，Zhoul22】得到对却>1，丁(￡)满足下列估计

如果k ul(x)≠0，

如果k Ul(X)=0，

当(以，p)=(2，2)时，Lindblad[20】得到了更精确的结果．

其中a=a(e)满足

r 3 El甜im口(￡)一丁(E)>o，如果『R2“1(x)≠o，

I- =1。l。imo+E丁(￡)>o， 如果k2 Hl(x)=o，

一 ^

a2Ezlog(1+a)=1．

对于1<P<2和n=2，Takamura[10】和Imai等【23】得到以下结果．

对于临界情形(p=p。(n))，则生命跨度估计满足

研究结果见下表【13】

exp(ce-p(p一1))≤r(E)≤exp(Ce-ptup一1))，

n r(￡)的下界

2

3

Zhou[19]

Zhou 124]

表1．3生命跨度估计总结

T(E)的上界

Zhoull9]

Zhou[24}

n≥4 Lindblad．Sogge[25】对于n≤8或径向解Takamura-Wakasa[26】

4

霈
≤

C)≤m∽
≤

丁

一．

≤尊㈣距

似0

k

k果果如如鏊≤

C曲≤

一I呻

≤一墨删距
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第l章绪论

接下来将分别介绍非线性项为Mp和hI，的半线性广义Tricomi方程小初值Cauchy

问题的研究历史．

对于非线性项为Mp的半线性广义Tricomi方程

{ a；沪f2～归lu|p’(f'功∈【0，丁)×砂
(1．5)

I“(o，x)=ef(x)， Otu(O，x)=eg(x)，、x∈Rn，

半线性Tricomi方程通常是指l维情形m=亏1时的方程砖“一f醒“=Iulp．当m>0(m≠吾)
，n≥1时，算子母一f2小4叫Gellerstedt算子，也称为广义Tricomi算子．Yagdjian[3】首
先研究了小初值Cauehy问题(1．5)，得出了解在有限时间破裂和全局存在性的非线性指

数的一些必要条件．但是，该研究结果中并没有确定临界指标．He．Witt．Yin[27-30]发现半

线性广义Tricomi方程与半线性波动方程具有相似的性质，并最终确定了这个临界指标

Pc(m，以)．在l维情形o=1)，临界指标为Pc(m，1)=l+兰，在刀≥2时，临界指标Pc(m，玎)
是二次代数方程

2+卜·一3(-一点)】p-[川+1一南)】，=o
的正根．另外，Ruan．Witt-Yin[31-34]研究了半线性方程砰“一f2m4“=f(t，x，H)的低正则
性解和局部存在性．Lin-Tu[35】研究了Cauchy问题(1．5)在次临界和临界情形解的生命跨

度上界估计．Ikeda-Lin．Tu[361利用试探函数方法研究了带多重传播速度的半线性广义

Tricomi方程的弱耦合系统

I辞“一tm,Au=Gl(v(x，f))，(t，x)∈【0，T)×R一，

{砰沪以助=G2(以毛f))(^功∈【0'T)X Rn，
(1．6)

l“(o，x)=eA(x)， Otu(O，x)=egl(x)， x∈Rn，

L v(O，x)=EA(x)，0tv(o，x)=e92(x)， x∈R厅．

的破裂结果．

注意到上式提到的文献均研究非线性为⋯p的半线性广义Tricomi方程系统的破裂

结果，下面介绍带导数型kIp非线性项的半线性广义Tricomi方程．考虑如下半线性广

义Tricomi方程小初值Cauchy问题

j砖“一f2搠4“=Illflp，o，x)∈【o，T)x Rn，
(1．7)

【“(o，x)=ef(x)， Otu(O，x)=eg(x)， x∈Rn，
、 。

注意到，当m=0时，上述问题中的方程就是经典的带导数非线性项的半线性波动方程

砰“一 =IutlpAU Ut P， (1．8)群“一 =I 。 (1．8)

其小初值Cauchy问题有一个对应的Glassey猜想【37】：当n=1，P>1时没有整体解，

而当一≥2时存在一个临界指标：以Q)=1+击．即当P>戌o)时解整体存在，而
当1<P≤Pc(n)，解将会在有限时间破裂．相关的文献可以参考【38-46]．当m>0时，

5
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第1章绪论

Lucente．Palmieri147】建立了Cauchy问题(1．7)的生命跨度估计

瓦≤F占一半)～'1<删+而2， (1．9)【exp(CE七。1’)，P=1+丽2．
Hamouda-Hamza[48】和Chen．Lucente．Palmieri[491通过建立一个迭代框架研究了带组合

型非线性项的广义Tricomi方程小初值Cauchy问题

j坼f一跏血=lu,Ip+lul鼋，o'x)∈[0了)×砂 (1．10)

L“(o，x)=￡，(x)，ut(O，x)=eg(x)， x∈R栉

的破裂结果及生命跨度上界估计．Lai．Schiavone[12]分别用调和分析和试探函数法建立

了Cauchy问题(1．7)的局部存在性和有限时间破裂结果及生命跨度估计

t≤JcE一(古一芈)～'l<刚+丽2而， (1．11)t≤．{
’ ‘ (m+1)(舻1)-m (1．)I-exp(CE七。1’)．P=1+两而2，

比较(1．9)式和(1．11)式中的破裂指标可知，文献【12】中改进了文献【47】的结果．受文献

【1 2】的启发，本文也将利用试探函数法证明耦合方程组的生命跨度估计．

1．3论文结构

第一章：阐述本论文的研究背景和研究历史，并给出论文框架．

第二章：介绍Tricomi方程的基本解，以及半线性广义Tricomi方程与时变半线性耗

散波动方程之间的联系，并介绍了依赖于时间变系数耗散波动方程与带变系数耗散项波

动方程之间的联系．

第三章：通过利用两个变系数常微分方程的解，与空间有关的试探函数，以及与时间

有关的截断函数来构造试探函数，最后给出Tricomi方程组耦合情形的破裂结果和生命

跨度估计．

第四章：总结和展望．

6
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第2章Tricomi算子

第2章Tricomi算子

2．1 Tricomi方程的基本解

对于自变量为x和Y的Tricomi方程

Tu=yuxx+Uyy=0， (2·1)

Barros-Neto．Gelfand[50】确定了方程(2．1)在x轴上的基本解，即方程

厂“=6(x—a，力

的解，其中6(x一口，力是在点(口，O)处的德尔塔函数．由于Tricomi方程沿X轴的平移不

变性，这里只需考虑在原点(O，0)处的基本解．另外，Tricomi算子在原点处的两条特征线

9x2±4尹=0与Y轴相切，且将(x，力平面划分为两个不相交的区域D+和D一，其中

D+=(x，y)∈R2：9x2+4矿>0，

D一=(x，力∈R2：9x2+4护<0，

分布如下图所示：

／

厂 、+。
y辽7

图2．1 D．，D一分布图

对应的Tricomi算子的基本解丘(x，力和F(x，力分别为

j’+(x，y)：：{cI+(9x2+4y3)一；， 。+，

1 0， 其他，
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第2章Tricomi算子

F-(x')，)：：{C-|呶2“纠～，D-，
I-0， 其他，

其中

门 F(1／6) 门 3／'(4／3)c+2一。3-22／3zl／2F(2／3)''c一2—22132112—F(516)‘
Barros．Neto．Gelfand[50-52]研究了一维Tricomi方程的基本解．Yagdjian[2】研究了以≥1

时线性Tricomi方程的基本解，利用经典波动方程(七=0)Cauchy问题解的积分形式构造

了n≥1时线性Tricomi方程的基本解．下面首先给出Tricomi方程的基本解，然后在此

基础上给出非齐次Tricomi方程解的积分表达式．

Yagdjian[2】研究了如下Tricomi算子

7，：=三一f2m4，

其中2m是整数且m≥互1．Trieomi算子7一的基本解E∈D’(Rn+1)，且在(Xo，to)上满足

7"E=6(x—X0，t一，o)，

即

万aZE--t2kAE=6 x-Xo,t--t0)，

其中6(x—X0，t—to)是在(X0,to)点的德尔塔函数．令

DI(xo'r。)：={(x’眯矿1；Ix--x0I<南(fm+1一r矿1))． (2．2)

首先考虑一维情形．定义在DI(0，to)上的核函数为

E(x，t；O，to)：=(x+咖(f)+≯(幻))一r(一x+咖(to)+咖(f))一r F(r，r；1；f)，to≥0， (2-3)

其中F(r，y；1；f)是超几何函数．定义

f=等筹器长罴裂一虻=而tm+l一=丽m1 卅川’

(x+妒(f)+咖(fo))(x一咖(f)一咖(fo))’
’”7。

m+’
。。

2(m+1)‘
r一7

E(x，f；0，6)是由(2．3)式和(2．4)式定义的函数，那么算子丁在(O，to)上的基本解

El(x，t；0，to)为

Et(x,t；0,to卜．{％以x∥以尝x 亿5，

其中cm=(m+1)一；7i'2一丽．下文提到的Cm，y都如上式所定义．另知El(x，f；0，to)是一个
局部可积函数，且在DI(O，to)上是光滑且有界的．
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