
摘 要

摘 要

Schauder估计在偏微分方程的理论研究中起到了至关重要的作用，是研究

解的存在性、唯一性和正则性的基础．到目前为止，已经有不少学者对椭圆型与

抛物型微分方程解的Schauder估计进行了广泛研究，并得出了许多经典的结论．

在本文中，我认真学习研读了Lamm2001年发表的论文的第二章，对其文章中

一些引理的叙述和证明过程进行了修改，比如引理2．3．6和引理2．3．19．在此基础

上，用自己的思路将主部分为强椭圆的2m阶抛物型微分方程在不同边界值条件

下的Schauder估计进行了归纳整理．

本文主要分五章来介绍．

第一章是预备知识，主要介绍研究Schauder估计时所需要的一些基本理论

和常见概念．

第二章着重介绍了Garding不等式，并利用它对2m阶椭圆型微分方程的

工2内估计、边界估计以及全局估计进行了研究．

第三章引入了包含时间的空间，在这类空间中主要运用能量估计的方法研

究了2m阶抛物型微分方程的上2正则性以及更高的正则性．

第四章是本文的核心内容，首先在插值估计，吸收引理等的帮助下，证明了

带有Cauchy和Difichlet问题的2m阶线性常系数抛物型微分方程的HOlder内

估计和全局估计，在此基础上利用凝固系数法证明了一般系数的2m阶抛物型微

分方程在各种边界值情况下的Schauder估计，最后将所获得的结果从一般的有

界正则区域转移到了光滑、紧致、带边的黎曼流形上．

第五章是关于Schauder估计的一个应用，主要利用前面几章已经获得的估

计证明了最简单算子(一4)m解的存在性，然后通过连续性方法，得到了关于主部

分为强椭圆的2m阶线性抛物型微分方程解的存在性．

糊：L2估计插值估计 吸收引理H6lder估计 Schauder估计
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第1章绪 论

第1章绪 论

1．1 Schauder估计的研究背景

关于二阶线性椭圆型微分方程古典解的先验估计，最早是由Schauder[1-2】得

到的，后来研究学者们发现这些估计在研究椭圆和抛物型微分方程中非常有用．

特别地，Schauder估计在二阶线性椭圆型与抛物型偏微分方程的理论研究中起

到了至关重要的作用，是研究解的存在性、唯一性和正则性的基础．

到目前为止，关于抛物型微分方程Schauder估计的证明方法有很多．下面简

单介绍其中的几种方法：第一种是Campanto[3J通过引入Campanto空间获得了所

需的估计，后来伍卓群【4】和陈亚浙【5】在此基础上也给出了二阶线性抛物型微分

方程解的Schauder内估计和全局估计的证明；第二种是Safonov[6-7】运用Hanack

不等式研究了抛物型微分方程解的Schauder估计；第三种是Trudinger[8-9】所采

用的磨光函数的方法；第四种是Simon[10】在吸收引理和插值估计等的帮助下，利

用伸缩技术证明了高阶抛物型微分方程解的Schauder估计：第五种方法来自汪

徐家【1l】，他避开了Newton位势理论，利用调和函数的基本性质和椭圆型方程的

极值原理证明了Possion方程经典解的Schauder估计．

本文中，我认真研读了Lamm[12】文章的第二章，他所研究Schauder估计的

方法来自Simon．在学习Lamm文章的过程中，我发现一些引理的叙述和证明过

程不太恰当，比如引理2．3．6和引理2．3．19．在对其完善的基础上，用自己的思路

将主部分为强椭圆的2m阶抛物型微分方程在不同边界值条件下的Schauder估

计进行了归纳整理．我将正文分为以下四个章节：

第二章着重介绍了Garding不等式，并利用它对2m阶椭圆型微分方程的三2

内估计、边界估计以及全局估计进行了研究；第三章引入了包含时间的空间，主

要运用能量估计的方法研究了2m阶抛物型微分方程的L2正则性以及更高的正

则性；第四章是本文的核心内容，主要运用插值估计，吸收引理等证明了带有

Cauchy和Dirichlet问题的2m阶线性常系数抛物型微分方程的Hijlder内估计和

全局估计，紧接着运用凝固系数法证明了一般系数的2m阶线性抛物型微分方程

在不同边界值条件下的Schauder估计，最后将所获得的结果从一般的有界正则

区域转移到了光滑、紧致、带边的黎曼流形上；第五章是关于Schauder估计的

一个应用，主要利用前面几章已经获得的估计证明了最简单算子(-zi)m解的存

在性，然后通过连续性方法，得到了2m阶线性抛物型微分方程解的存在性．

考虑到文章中的定理和引理比较多，为了加深理解以．及更直观的显示文章

的脉络，我绘制了下面的思维导图：
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第1章绪 论

1．2符号标识

熙”表示门维实的欧氏空间．

嗯Ⅳ表示曲率张量．

图1．1思维导图

V表示Hamilton算子，用来表示梯度和散度．

5)

20)

V cc U表示存在紧集旷使得V c 17 C U，此时我们称y紧包含在u中．

0G表示G的边界，6表示G的闭包，即G=G U aG．

B。表示哝”中以原点为中心，以P为半径的球．

￡Bp u(y)dy：=上OInpn fBp u(y)dy，表示“在球B。上的平均值．

1．3基本理论

定义1．1 假设“，u∈L品。(【，)，口是多重指标，如果

IU uDa≯dx=c叫陋_删x

2

V咖∈掣(u)，
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第1章绪 论

则称u是“的第tit'阶弱导数，记作

u=D口U．

定义1．2索伯列夫空间

肜七’p(U)

是满足对任意的⋯≤k，D口U在弱导数的意义下存在，并且D口U∈LP(U)的全

体局部可积函数组成的集合．

定义1．3 如果“∈缈七’p(u)，我们定义它的范数为

№岫㈣：={嚣=嚣p兰：一'
注Wk,p(U)中的函数表示与它几乎处处相等的函数构成的等价类．

定义1．4我们定义嘭’p(u)为掣(u)在)I／矿k'P(U)中的闭包．
引理1．1(HijIder不等式) 设1≤p，q≤oo，刍+吉=1，如果H∈LP(U)，
D∈Lq(u)，则有

r

I Iuoldx≤IlUllL,<V)IIUllL#(U)．

引理1．2(Cauchy不等式)

口6≤了a2+了b2 (口，6∈嗯)．

注不难发现，我们很容易将Cauchy不等式推广为下述更一般的形式

口6≤F42+石b2 (口，6>o，￡>o)．

3
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第2章椭圆工2估计

第2章椭圆三2估计

2．1主要引理及证明

设G C陬门是有界且正则的区域，考虑G上的线性微分算子

L=∑∥D口， (2．1)

lalt<2m

其中口=(al，口2，⋯，％)，D口=D口11D；2⋯D：”，以及∥(x)=(嚷(x))ld，七≤N，
口a，。X)∈嗯一 V1≤J，k≤N．

注 由于考虑到这些结果稍后将只用于常数系数的情况，因此这里我们可

以规定铲∈C∞(G，嗯Ⅳ2)以及supx∈G ID口口口(x)I≤M Vial≤2m，V例≥0．

定义2．1(强椭圆微分算子)2m阶椭圆微分算子L称为强椭圆，当且仅当

存在A>0，使得

∑嚷(x)厶矿rl七≥删2mInl2 Vx∈G，w∈Rn,V珂∈喂Ⅳ． (2．2)

al=2m

注通过令盯为

tr(L，x，善)：-- ∑口口(x)缸∈￡(呶Ⅳ，呶Ⅳ) Vx∈G，V善∈憾H，
lal=2m

x∈呶n中的强椭圆微分算子现在还可以通过以下方式来定义

i1(盯(L x，孝)-I-aT(L x，孝))是正定的唯≠0，

其中仃r表示矩阵盯的转置．此外椭圆微分算子可以在x∈喂”中被定义为

det(tr(L，X，孝))≠0比∈喂一．

于是有：L强椭圆，则工一定是椭圆的．此外，当N=1时，强椭圆和椭圆是等

价的．

例2．1 2m阶微分算子

L=(--A)m

是强椭圆的，因为通过分部积分很容易看出该算子的所有特征值都是严格正的．

以下定义和引理可以在参考文献【13】中找到，但仅适用于标量方程的情况．

设U∈C∞(G，喂Ⅳ)，由于假设L的所有系数都是光滑的，因此L可以写成

散度形式

LH(x)= ∑aaG)D口ll(x)= ∑ (一1)IplDp(bpr(x)DyH(．x))． (2．3)
lak<2m I#1，Irl<tm

4
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第2章椭圆L2估计

对于算子工，存在一个散度形式的伴随算子L木

L。H(x)= ∑ (一1)IrlD，，((沙(x))rDpu(x))． (2．4)J■- ’

l户I，Irls<m

由式(2．3)，(2．4)以及分部积分很容易得到

(Lu，9)o=似，工幸9>o V9∈c?(G，RⅣ)， (2．5)

其中(”，V)o：=(H，V)LZ=k uvdx．现在定义与算子L相关的双线性形式B

脚∽．_<厶∥)o：=磊J GbaODalalIPl≤m H功哦· (2．6)
．

JU

注设9∈C∞(G，喂Ⅳ)，lf，∈c尹(G，喂Ⅳ)，结合式(2．5)以及(2．6)我们有

B(妒，y)=<L9，lf，)o=(妒，工幸w)o． (2．7)

由以上的这些概念，我们可以重新定义椭圆微分方程Dirichlet问题的弱版

本在此之前，考虑到微分方程Dirichlet问题在高阶方程中不太常见，因此下面

我们先给出关于它的一个经典版本：

定义2．2(Dirichlet问题的经典版本)设U，f，g∈C∞(G，RN)，如果

{h吖跏G‘ (2．8)
I D口U=Dag on aG， vial≤m一1，

则称U是给定边界值g的Dirichlet问题的解．

定义2．3(Dirichlet问题的弱版本)设厂∈L2(G，呶Ⅳ)，g∈H2m,2(G，RN)，

如果

{脚砷)-仃冲)o，如钊HIoom,2(G,RN)' (2．9)

I-“一g∈Hg'2(G，RN)，
、。

则称U是给定边界值g的Dirichlet问题的弱解．

接下来介绍一个重要的不等式并给出它的详细证明，感兴趣的读者可以在

参考文献[14】中找到这部分的内容．

引理2．1(Garding不等式)设G是喂一中的一个有界区域，(2．1)所定义

的2m阶微分算子工是强椭圆的，即存在A>0，使得对任意的x∈G，孝∈哝一，

珂∈喂Ⅳ成立

∑ ∑6鬈(x)乞知矿矿≥A吲加M2，

5
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第2章椭圆L2估计

并且丑(“，u)=∑㈨例≤m(baPD口口，D夕u)o是Hm,2(G，嗯Ⅳ)上的双线性形式，那么存

在常数C1,c2>0，使得对于任意的“∈Ho,2(o，RN)成立

B(u，“)≥cl II-II未一C2Ilullj， (2．10)

其中Ilullm：=Ilull日m'2．

证明分四步：

(1)设B(u，U)=B(u)=a(u)+R(H)，其中

A(H)=∑(6口∥Dau,％“)o，

R(“)=∑(∥Dau,Drlu)o，
I口I+IPl<2m

lal，IPl<tm

对于“∈瑶’2(G，豫Ⅳ)，利用H61de，．不等式有

IR(“)l≤cllull川Ilultm一1． (2．11)

通过插值可以得到

Ilull；≤EIIVmullj+c(e)ll“II； Vu∈日孑’2(G，嗯Ⅳ)，V0<k<m． (2．12)

对(2．11)使用Cauchy不等式并结合估计(2．12)有

IR(u)l≤EllVm圳；+c(￡)llull2．

因此这里可以忽略对R(u)的估计，即只需证明不等式在下述情况

嚷=0 V⋯+例<2m，⋯≤m，IPl≤m，

成立即可．

(2)只需证明存在一个数6>0，使得(2．10)对于所有的H∈Ho'2(GC,B,5(xo))

成立，其中xo∈G是任意的且Cl，C2独立于xo．

由于G是有界的，我们可以挑选球B，：=B6Q小1=1，2，⋯，．来覆盖G，其中中

心x，∈G．此外可以找到单位分解{叩，)∈cy(BJ)满足

∑r／；=1， (2．13)
，=1

0≤r／l≤1 Oil G． (2．14)

现在令

U，：=tllU(，=1，2，⋯，，．)， (2．15)

6
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第2章椭圆三2估计

由(1)卜回只需估计

B(H)=A(“)=∑(6口芦Dau,Dpu)o
I口I=I卢l=肌

=∑∑(ba卢171Dau,rllDpu)o
1=1 lal=lPl=m

≥∑∑(6口卢Daul,DBH，)o—cIlullmIIⅣIIm一1 (2·16)

，=1 Ial=lPl=m

≥∑(cl IIⅣ川三一c2州l云)一EIlull三一c(e)llullj
，=1

≥寻⋯未一划“睡

(3)在第二步中数字6>0存在的前提下，只需证明6口夕=常数时，对于任意

的H∈Uo’2(G，嗯Ⅳ)成立

A(“)≥,tllVmH¨j． (2．17)

由于ba#的一致连续性，对于每个P>0，存在6=6(p)>0，使得当I_x—xol<6

以及⋯=⋯=m时有

Ib口P(x)一ba#(xo)I<P． (2．18)

对于任意但固定的翔∈G，定义

于是有

5口卢：=6口卢(粕)， (2．19)

A(“)=∑(6口夕Dau,Dp“)o
Ial=l#l=m

=∑(5口，Dau,Dpu)o+∑((矿卢一铲卢)Da“，Dau)o (2．20)
Ial=it，l=m Ial=l卢l=m

=：a(u)+A(“)．

由(2．18)以及H61der不等式

I互@)I=I ∑ ((6吐卢一5口卢)见“，D卢n)oI≤cpll-112m Vu∈日彳’2(G n Bn(xo))，
lal=l,01=m

(2．21)

由(2．17)以及(2．19)

彳@)≥,tlt Vm“惦 Vu∈i-／o’2(G，嗯N)，

7
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第2章椭圆工2估计

结合(2．12)、(2．20)、(2．21)与(2．22)可知对任意的H∈瞄’2(G n B6(xo))，如
果pc<兰，则有

A(“)≥,tllVm“惦一cpllull未

≥11VmU惦一cllull三一1 (2．23)

≥知Vm“啦c㈣吾
(4)最后我们来证明对于所有的“∈～-／00m,27、g一'7，嗯Ⅳ)，如果假设6口卢=常数，则

有

A(M)≥xllv喇M眩

这里不妨假设嘤=6台，否则设c碧=圭(嚷+6笞)，然后有
(6口夕眈zl，％11)o=(c舢Dau，D卢“)o，

此外ca#满足与6口卢相同的椭圆性条件．注意到c罗(G，嗯Ⅳ)在瑶’2(G，嗯Ⅳ)中稠
密，因此只需证明不等式对于甜∈簟(G，嗯Ⅳ)成立即可．
令砼为U的傅里叶变换，则有

应(善)：(2万)一；I e哦喜ll(x)dx， (2．24)

-__‘’’～ ^

D任uJ=il,1l厶∥． (2．25)

设
^

．

∥=∥+f∥， (2．26)

于是有
一^ ^ ．- ，

uJ·U七=(∥咖庀+∥If，七)+f(咖七lf，-，一∥y七)． (2．27)

根据Plancherel定理有

A@)=∑ ∑曜(DⅡ∥，D卢H七)o
j,k=l lal=l#l=m

=∑ ∑嘤(乞Z勃夯)o
J，k=l lal=l#l=m

=∑ ∑ l嚷已白((∥扩+缈Jlf，七)+f(咖七∥一∥lf，七))d孝 (2．28)
j,k=l lal=l#l=m。

≥l AI孝12mt七(∥咖七-I-∥lf，七)d孝
_ ^ 一一

≥A ll引2mu)ukd#

≥A I∑IDaul2d善 (1善12朋≥∑善知)，
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