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结构不良题-数列（四）

一、解答题（本大题共25小题）

1. 设等差数列 na 的公差为d，前n项和为 nS ，已知 na 同时满足下列四个条件中的

三个条件：① 2 9d  ；② na 单调递减；③ nS 有最小值；④   2
2 4 35 25a a a   ．

(1)直接写出可能的三个条件，并求出 na 的通项公式；

(2)在（1）的条件下，设 2n nb a ，求数列 nb 的前n项和 nT ．

2. 从① 1 2 25b b a  ，② 3 2 1a b  ，③ 3 4S  这三个条件中任选一个，补充在下面的

问题中，并解答．

问题：设数列 na 的前n项和为 nS ，且 1 1 2( ) 2n n n nS S S S      ， 1 1b  ，

1
2( )n n nb a a     ，且        ，求数列 n na b 的前n项和 nT ．

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分．

3. 在① 1 6 10 0a a a   ，② 2 132a a  ，③
2

3 5 7a a a 这三个条件中任选一个，补充在下

面问题的题设条件中.

问题：已知等差数列 na 的公差为 , ( 0)d d  ，满足 2 3 7 15a a a    ，         ？

(1)求数列 na 的通项公式；

(2)若数列 na 的前k项和 40kS   ，求 k 的值.

4. 从条件①{ }nn b ，②
n

1{ }n
b


，③
2 n 2 1

4{ }
log log nb b  中任选一个，补充到下面的问题

中并给出解答，已知数列{ na }满足 1 n 1
52 1 1
4n n na a a b a     ， ，

(1)求证：数列{ nb }是等比数列；

(2)求数列         的前n项和 nT .

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分

5. 已知正项数列 na 的前n项和为 nS ，给出以下三个条件：① 1 1a  ，

   *
1 1 1n nna n a n     N ；②    2 2 2 *1 0n nS n S n n     N ；③ 1 1a  ，

 2 *2 4 1n n na a S n N    .从这三个条件中任选一个解答下面的问题.

(1)求数列 na 的通项公式；

(2)设
1

4 n
n

n n

Sb
a a 

 ，求数列 nb 的前n项和 nT .

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分

6. 在①a5＝b3＋b5，②S3＝87，③a9－a10＝b1＋b2这三个条件中任选一个，补充在下

面问题中，并给出解答．

设等差数列{an}的前n项和为Sn，数列{bn}的前n项和为Tn，___，a1＝b6，若对于任

意n∈N*都有Tn＝2bn－1，且Sn≤Sk(k为常数)，求正整数k的值．



第 2 页，共 17 页

7. 已知 nS 是等差数列 na 的前 n项和， 0na  ， 3 15S  ，公差 1d  ，且         .

从① 2 1a  为 1 1a  与 3 1a  等比中项，②等比数列 nb 的公比为 3q  ， 1 1 2 4,b a b a  这

两个条件中，选择一个补充在上面问题的横线上，使得符合条件的数列 na 存在并

作答.

(1)求数列 na 的通项公式；

(2)设数列
1

1

n na a 

 
 
 

的前 n项和为 nT ，求证：
1
6nT  .

8. 在①
1 ( 1)( 2)
2n nS a n   ，②

2 2 2( 2 1) ( 2 ) 0n nS n n S n n      ， 0na  这两个条件中

任选一个，补充在下面问题中，并给出解答.

问题：已知数列{ }na 的前 n项和为 nS ，满足         .记数列
1{ }

nS 的前 n项和为 nT .

(1)求{ }na 的通项公式；

(2)求证：
1 3
3 4nT  .

注：如果两个条件都选择作答，则按照第一个解答评分.

9. 在① 2 2 43 0a b b   ，② 4 4a b ，③ 3 27S   这三个条件中任选一个，补充在下面

问题中，若问题中的  存在，求实数  的取值范围；若问题中的  不存在，请说明理

由．

设等差数列 na 的前n项和为 nS ，数列 nb 的前n项和为 nT ，         ， 5 1a b ，

 *4 3 1n nT b n   N ，是否存在实数  ，对任意 *n N 都有 nS  ？

10. ① na 公比为2，且 4a 是 3a 与 5 8a  的等差中项；② 2 34, 14a S  且 na 为递增数

列，在①②中任选一个，补充在下列横线上并解答.

已知等比数列 na 中， nS 为数列 na 的前 n项和，若         .

(1)求数列 na 的通项公式；

(2)若   21 logn nb n a  ，记数列
1

nb
 
 
 

的前 n项和 nT ，求证：
1 1
2 nT  .

11. 给出以下三个条件：① 5 15S  ；② 1a ， 3a ， 9a 成等比数列；③ 6 23a a ．请从这

三个条件中任选一个，补充到下面问题中，并完成作答．若选择多个条件分别作答

，以第一个作答计分．

已知公差不为0的等差数列 na 的前n项和为 nS ， 1 1S  ，    ．

(1)求数列 na 的通项公式；

(2)若 3n
nb  ，令 n n nc a b ，求数列 nc 的前n项和 nT ．

12. 已知等差数列 na 的公差为正实数，满足 1 4a  ，且 1 3 5, , 4a a a  成等比数列.

(1)求数列 na 的通项公式；
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(2)设数列 nb 的前n项和为 nS ，若 1 1b  ，且         ，求数列 n na b 的前项和为

nT ，以下有三个条件：①
*2 1, Nn

nS n   ；②
*2 1, Nn nS b n   ；③

*
1 2 1, Nn nS S n    从中选一个合适的条件，填入上面横线处，使得数列 nb 为等比

数列，并根据题意解决问题.

13. 在① 1 1a  ，②    1 1 1 1 11 2
1 2 2 3 3 4 1 n

n
n n a

      
   

L L ，③点 1( , )n na a  在直

线 1y x  上；这三个条件中任选两个，补充到下面问题中，并解答.若数列{ }na 的前

n项和为Sn，满足        .

(1)求数列{ }na 的通项公式；

(2)是否存在正整数k，使 2 4, ,k k ka S a 成等比数列？若存在，求k的值；若不存在，说

明理由.

14. 已知向量 3 sin ,1
2
xm    

 

ur
，

2cos ,sin
2 2
x xn    

 

r
，设函数  f x m n 

ur r
．

(1)求函数  f x 的单调递增区间；

(2)设 ABCV 的内角 A ， B ，C 所对的边分别为 a ， b ， c，且    ，求  f B 的取值

范围．

从下面三个条件中任选一个，补充在上面的问题中作答．

①
3 tan tan 0

cos
c A B

a B
   ；②  2 cos cos 0c b A a B   ；③ a ， b ， c成等比数列．

注：如果选择多个条件分别解答，按第一解答计分．

15. 已知 na 为无穷数列，给出以下二个定义：

I.若对任意的  *3n n  N ，总存在i， j  *N 且 i j n  ，使 n i ja a a  成立，则称

 na 为“H数列”；

II.若 na 为“H数列”，且对任意的  *3n n  N ，总存在唯一的有序数对

  *, , ,i j i j N i j  使 n i ja a a  成立，则称 na 为“强H数列”；

(1)若 2 1na n  ，判断数列 na 是否为“H数列”，说明理由；

(2)从条件①、条件②、条件③这三个条件中选择两个作为已知，使得数列 na 存在

且不为常数列，求同时满足所选两个条件的所有数列 na 的通项公式

条件①： na 为等差数列；

条件②： na 为等比数列；

条件③： na 为“强H数列”．

16. 在① 13 1n nS S   ，② 2
1
9

a  ，③ 12 1 3n nS a   这三个条件中选择两个，补充

在下面问题中，并给出解答.

已知数列 na 的前 n项和为 nS 满足         ，         ；正项等差数列 nb 满足

1 2b  ，且 1b ， 2 1b  ， 3b 成等比数列.
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(1)求 na 和 nb 的通项公式；

(2)若 n n nc a b ，求数列 nc 的前 n项和 nT .

17. 从① 3 3
3

n nS S
n n

  


：② 2 5 27a a  ，③ 6 36S  ，这三个条件中任选一个，补充在下

面的问题中并作答：

已知等差数列 na 的公差大于零，且前 n项和为  *
nS n N ，若 4 7a  ，       ，

(1)求数列 na 的通项公式；

(2)设
1

1
n

n n

b
a a 


 ，求数列 nb 的前 n项和 nT ．

注：如果选择多个条件分别解答，那么按照第一个解答计分

18. 在① 3 9S  ， 5 20S  ；②公差为 2，且 1S 、 2S 、 4S 成等比数列；③
23 8nS n n 

；三个条件中任选一个，补充在下面问题中，并给出解答．

问题：已知数列 na 为公差不为零的等差数列，其前项和为 nS ，    ．

(1)求数列 na 的通项公式；

(2)令  2logn nc a ，其中  x 表示不超过 x 的最大整数，求 1 2 20c c c  L 的值．

19. 在①6Sn＝an2+3an﹣4；②an＝2an﹣1﹣3n+5，两个条件中选择一个，补充在下

面的问题中，并解答该问题.已知正项等差数列{an}和等比数列{bn}，数列{an}前n

项和为Sn，满足a2＝2b2﹣1，a3＝b3+2，   .

(1)求{an}和{bn}的通项公式；

(2)数列{an}和{bn}中的所有项分别构成集合A，B，将A∪B的所有元素按从小到大

依次排列构成一个新数列{cn}，求数列{cn}的前70项和.

20. 已知①2a3＝b3+b4；②S2＝3；③a4＝a3+2a2，在这三个条件中任选一个，补充在

下面问题中，并给出解答．

设正项等比数列{an}的前n项和为Sn，数列{bn}的前n项和为Tn，    ，a1＝b2，对

∀n∈N+都有Tn＝n2+2b1n成立．

(1)求数列{an}、{bn}的通项公式；

(2)求数列{an bn}的前n项和Hn．

21. 在①a1+a3＝6，a5＝9，②a1＝1，4Sn＝an2+4n﹣1，③a1＝1，a2a3＝a8这三个条

件中任选一个，补充在下面问题中，若问题中的m，t存在，求m，t的值；若问题中

的m，t不存在，说明理由．

问题：已知等差数列{an}为递增数列，其前n项和为Sn，且   ．在数列{an}的前20

项中，是否存在两项am，at（m，t∈N*且m＜t），使得
2

1 1 1

m ta a a
， ， 成等比数列．

22. 在① 3 5a  ， 5 7 22a a  ；② 1 1a  ， 5 25S  ；③
2

nS n ，这三个条件中任选一个

，补充在下面问题中，然后解答补充完整的题目.

已知 nS 为等差数列 na 的前 n项和，若          .

(1)求数列 na 的通项公式；
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(2)若
1

12 na
n

n n

c
a a 

  ，求数列 nc 的前 n项和 nT .

23. 在① 1 11, ( 1)n na na n a   ，② 1 2 12 2 2 2 2naa a n    L 这两个条件中任选一个，

补充在下面的问题中并作答

问题：在数列{ na }中，已知         .

(1)求{ na }的通项公式

(2)若
2 1

3 n

n
n a

ab 
 求数列{ nb }的前n项和 nS

注：如果选择两个条件分别解答，按第一个解答计分

24. 在①
 1 2 nn

n

n aT
T n

 
 ，②

2
3n n

nS a
 这两个条件中任选一个外充在下面问题中，

并解答下列题目.

设首项为2的数列 na 的前n项和为 nS ，前n项积为 nT ，且    .

(1)求数列 na 的通项公式；

(2)若数列 nc 的前n项和为 na ，令
1
2

n

n nd c    
 

，求数列 nd 的前n项和 nM .

注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分.

25. 已知递增的等差数列 na ，其前n项和为 nS ， 2
n

n n

ab  ，从① 4 5 8a a  ，②

3 6
55
4

a a  ，③ 10S =50中选出两个作为条件，求数列 nb 的最大项.

注：如果选择多种方案分别解答，则按第一个解答计分.
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参考答案

1.【答案】(1)答案见解析

(2)
23nT n n 

【分析】

选①②④时： ( 1 ) 直接利用等差数列的性质求出数列的首项和公差，进一步求出数

列的通项公式； ( 2 ) 利用求和公式的应用求出结果．

选①③④时： ( 1 ) 直接利用等差数列的性质求出数列的首项和公差，进一步求出数

列的通项公式； ( 2 ) 利用求和公式的应用求出结果．

【详解】

(1)

选①②④时：设数列的首项为 1a ，公差为d，

由于 2 9d ① ；  na② 单调递减，

故 3d   ，

由于   2
2 4 35 25a a a  ④ ，

整理得：
2

3 310 25a a  ，

所以：   2
1 110 2 25 ( 2 )a d a d     ，

解得： 1 11a  ，

故：  11 3 1 14 3na n n     ；

选①③④时：

2 9d ① ； nS③ 有最小值；   2
2 4 35 25a a a  ④ ．

由于等差数列 nS 有最小值，故 0d  ，

所以 3d  ，

设数列的首项为 1a ，公差为d，

由于   2
2 4 35 25a a a  ④ ，

整理得：
2

3 310 25a a  ，

所以：   2
1 110 2 25 ( 2 )a d a d     ，

解得： 1 1a   ，

所以：  1 3 1 3 4na n n      ．

(2)

选①②④时：

因为 2 14 6n nb a n   ，

所以
  28 14 6

11 3
2n

n n
T n n

 
   ．

选①③④时：
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因为 2 6 4n nb a n   ；



第 7 页，共 17 页

所以
  22 6 4

3
2n

n n
T n n

 
   ．

2.【答案】
1(2 5) 2 12, 2,

0, 1.

n

n
n n

T
n

   
 



…

【分析】

根据题目所给的条件推出 na  的通项，再计算出 nb  的通项，将所选择的条件加入

，利用错位相减法即可求解.

【详解】

解：因为 1 1 2( ) 2n n n nS S S S      ，

所以当 3n… 时， 1 2n na a   ，  

所以  2
1

2 , 2
1, 1

n

n n n
n

b a a
n

 
   


，

若选择①，

由 1 2 25 5b b a   ，得 2 1a  ，

又 1 2 11b a a   ，所以 1 0a  ，

所以
2 3, 2

0, 1n

n n
a

n
 

  
 ， 

所以当 2n… 时，
2 30 1 1 2 3 2 (2 3) 2n

nT n         L ，

1 3 4 12 0 2 1 2 3 2 (2 3) 2n
nT n          L ，

以上两式相减得

2 3 4 1 11 2 2 2 2 2 2 2 (2 3) 2 (2 5) 2 12n n n
nT n n                  L ，

所以当 2n… 时，
1(2 5) 2 12n

nT n     ，

所以
  12 5 ·2 12, 2

0, 1

n

n
n n

T
n

   
 


；

若选择②，

因为 3 2 1 3a b   ，所以 2 3 2 1a a   ．

又 1 2 11b a a   ，所以 1 0a  ．

所以
2 3, 2

0, 1n

n n
a

n
 

  
，

所以当 2n… 时，
2 30 1 1 2 3 2 (2 3) 2n

nT n         L ，

1 3 4 12 0 2 1 2 3 2 (2 3) 2n
nT n          L ，

以上两式相减得

2 3 4 1 11 2 2 2 2 2 2 2 (2 3) 2 (2 5) 2 12n n n
nT n n                  L ，

所以当 2n… 时，
1(2 5) 2 12n

nT n     ，

所以
  12 5 ·2 12, 2

0, 1

n

n
n n

T
n

   
 


；

若选择③，

因为 3 4S  ，所以 1 2 3 1 22 2 4a a a a a      ，
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又 1 2 11b a a   ，所以 1 0a  ， 2 1a  ．

所以
2 3, 2

0, 1n

n n
a

n
 

  

所以当 2n… 时，
2 30 1 1 2 3 2 (2 3) 2n

nT n         L ，

1 3 4 12 0 2 1 2 3 2 (2 3) 2n
nT n          L ，

以上两式相减得

2 3 4 1 11 2 2 2 2 2 2 2 (2 3) 2 (2 5) 2 12n n n
nT n n                  L ，

所以当 2n… 时，
1(2 5) 2 12n

nT n     ，

所以
  12 5 ·2 12, 2

0, 1

n

n
n n

T
n

   
 


；

综上，
  12 5 ·2 12, 2

0, 1

n

n
n n

T
n

   
 


.

3.【答案】(1) 3 17na n 

(2)5

【分析】

（1）由题意可知 1 5 3a d   ，若选①、②、③，利用等差数列的通项公式将①、②

、③中等式化简成 1,a d 的表达式，再分别与 1 5 3a d   联立，可求出 1,a d ，进而求

出数列 na 的通项公式；

（2）由（1），求出数列 na 的前k项和 kS ，再令 40kS   ，求出 k 的值即可.

【详解】

(1)

解：因为等差数列 na 的公差为 ( )d d  0 ，

又 2 3 7 15a a a    ，所以 1 5 3a d   ，

选①，则 1 6 10 13 14 15 5 0a a a a d d        ，得 3d  ，

故 1 14a   ，

3 17na n   .

选②，则 2 1 1 132 2 2 12a a d a d a       ，

得 13 15 9 14a d     ，得 3d  ，

故 1 14a   ，

3 17na n   .

选③，则     2 2
3 5 1 1 1 72 4 6a a a d a d a d a      ，

2( 5 )( 5 ) ( 5 3 )d d d       ，得 3d  ，

故 1 14a   ，

3 17na n   ；

(2)

解：由（1）得 3 17na n  ，则
( 14 3 17) 40

2k
k kS   

   ，
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解得 5k  或
16
3

k  （舍去），所以 k 的值为5.

4.【答案】(1)证明见解析；

(2)答案见解析.

【分析】

（1）由题可得 12 2 1n na a    ， 12 n nb b  ，即证；

（2）选①利用分组求和法即得；选②利用错位相减法即得；选③利用裂项相消法即

求.

【详解】

(1)

因为 12 1n na a   ，

所以 12 2 1n na a    ，

因为 1n nb a  ，

所以
1

1
12
2

n
n n

n

bb b
b


  ， ，

因为 1 1
11
4

b a   ，

所以数列{ nb }是以
1
4
为首项，

1
2 为公比的等比数列；

(2)

由上可得
11

2

n

nb


   
 

，

选①：因为
11

2

n

nb


   
 

，

所以
11

2

n

nn b n


     
 

，

则 1

1 1 1 11 2 3
4 8 16 2n nT n 

                      
       

L

  1

1 1 1 11 2 3
4 8 16 2nn 

           
 

L L

 
2

1

1 11
1 1 14 21 12 2 2 2 21

2

n

n

n nn n 

  
       


，

2

1
1 1

2 2 2 2n n
n nT    故 ；

选②：因为
11

2

n

nb


   
 

，

所以   11 1 2n

n

n n
b


  

则  2 3 12 2 3 2 1 2n
nT n        L ，
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 3 4 22 2 2 3 2 1 2n
nT n        L ，

 2 3 4 1 22 2 2 2 2 1 2n n
nT n          L

( ) ( ) ( )
3 1

2 2 2 2 2
2 1 2

1 2 2 2 1 2 8 2 8 2
1 2

n
n n n nn n n

-
+ + + +

-
= + ´ - - ´ = + ´ + - - = ×

-
，

故
22n

nT n   ；

选③：因为
11

2

n

nb


   
 

，

所以
2 2 1

4 1 14
log log 1 2n nb b n n

      
，

则
1 1 1 1 1 1 1 14
2 3 3 4 1 1 2nT

n n n n
                                  

L

1 1 24
2 2 2

n
n n

      
，

故
2

2n
nT

n



.

5.【答案】(1)  *2 1na n n N  

(2)
 2 1

2 1n

n n
T

n





【分析】

（1）根据所选条件构造数列或利用 nS 与 na 关系求解

（2）根据题意求和，使用裂项相消法

【详解】

(1)

若选①：由    *
1 1 1n nna n a n     N ，得  

1 1
1 1

n na a
n n n n

  
  .

令， n
n

ac
n

 ，可得 1
1 1

1n nc c
n n  


.

当 2n  时， 1
1 1

1n nc c
n n  


， 1 2

1 1
2 1n nc c

n n   
 

，…， 2 1
11
2

c c   ，

累加得 1
11nc c
n

   .

又 1
1 1

1
ac   ，则  12 2nc n

n
   ，则  2 1 2n na nc n n    .

又 1 1a  也适合上式，所以  *2 1na n n N   .

若选②：由    2 2 2 *1 0n nS n S n n     N ，可得   21 0n nS S n   .

又 na 是正项数列，所以 1 0nS   ，所以
2

nS n ，则
2

1 1 1 1a S   .

当 2n  时，  22
1 1 2 1n n na S S n n n       .

又 1 1a  也适合上式，所以  *2 1na n n N   .

若选③：由
2 2 4 1n n na a S   得，当 2n  时，

2
1 1 12 4 1n n na a S     ，两式作差得
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2 2
1 14 2 2n n n n na a a a a     ，整理得     1 1 12 n n n n n na a a a a a     .

由于 0na  ，故 1 2n na a   ，即 na 是首项为1，公差为2的等差数列，所以

 *2 1na n n N   .

(2)

由（1）得 2 1na n  ，
  21 2 1

2n

n n
S n

 
  ，

则   
2

1

4 4 1 1 11
2 1 2 1 2 2 1 2 1

n
n

n n

S nb
a a n n n n

          
，

所以 1 2 3n nT b b b b     L
1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 3 5 5 7 2 1 2 1

n
n n

                                    
L

 2 11 11
2 2 1 2 1

n n
n

n n
       

.

6.【答案】条件选择见解析，11

【分析】

由Tn＝2bn－1，求出b1＝1和bn＝2bn－1，可以判断出数列{bn}是首项为1，公比为2

的等比数列，求出
12n

nb －＝ .分别选择条件①②③时，利用基本量代换，均可以求出

an＝35－3n，判断出当n≤11时，an>0，当n>11时，an<0，即可求出Sn取得最大值

时正整数k的值为11.

【详解】

由Tn＝2bn－1，n∈N*得，

当n＝1时，b1＝1；

当n≥2时，Tn－1＝2bn－1－1，

从而bn＝Tn－Tn－1＝2bn－2bn－1，即bn＝2bn－1，

由此可知，数列{bn}是首项为1，公比为2的等比数列，

故
12n

nb －＝ .

选条件①：当a5＝b3＋b5时，a1＝32，a5＝20，

设数列{an}的公差为d，则a5＝a1＋4d，

即20＝32＋4d，解得d＝－3，

所以an＝32－3(n－1)＝35－3n，

因为当n≤11时，an>0，当n>11时，an<0，

所以当n＝11时，Sn取得最大值．

因此，正整数k的值为11.

选条件②：当S3＝87时，a1＝32,3a2＝87，

设数列{an}的公差为d，则3(32＋d)＝87，

解得d＝－3，

所以an＝32－3(n－1)＝35－3n，

因为当n≤11时，an>0，当n>11时，an<0，

所以当n＝11时，Sn取得最大值，

因此，正整数k的值为11.
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选条件③：当a9－a10＝b1＋b2时，a1＝32，a9－a10＝3，

设数列{an}的公差为d，则－d＝3，解得d＝－3，

所以an＝32－3(n－1)＝35－3n，

因为当n≤11时，an>0，当n>11时，an<0，

所以当n＝11时，Sn取得最大值，

因此，正整数k的值为11.

7.【答案】(1)选择条件见解析， 2 1na n 

(2)证明见解析

【分析】

（1）根据选择条件求解

（2）数列求和后证明，使用裂项相消法

【详解】

(1)

若选①， 2 1a  为 1 1a  与 3 1a  的等比中项，

则     2
1 3 21 1 1a a a    ，由 na 为等差数列， 3 15S  ，得 23 15a  ，∴ 2 5a  ，

把 2 5a  代入上式，可得   4 6 16d d   ，解得 2d  或 4d   （舍）

∴ 1 3a  ， 2 1na n  ；

若选②， 3q  为等比数列 nb 的公比，且 1 1 2 4,b a b a  ，

可得 2 13b b ，即 4 13a a ，即有 1 13 ) 3a d a （ ，即 12 3a d ；

又 3 15S  ，可得 1
13 3 2 15
2

a d    ，即 1 5a d  ，解得 12, 3d a  ，

此时 2 1na n  ；

(2)

∵   1

1 1 1 1 1
2 1 2 3 2 2 1 2 3n na a n n n n

        
，

∴
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 5 5 7 2 1 2 3 2 3 2 3nT

n n n
                      

；

∴
1
6nT  ，得证

8.【答案】(1) 2 1na n 

(2)证明见解析

【分析】

（1）选择①则利用退位相减法求 na ，选择②则先求 nS ，再求 na （2）利用裂项相消

法先求 nT ，所要证明的不等式右端可以通过放缩证明，左端利用 nT 的单调性可证.

【详解】

(1)

选择①

由   1 1 2
2n nS a n   有
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当 1n  时，   1 1 1
1 1 1 2
2

a S a    ，解得 1 3a 

当 2n  时，   1 1
1 1 1
2n nS a n    ，

所以      1 1
1 11 2 1 1
2 2n n n n na S S a n a n         ，

即   11 1n nna n a    ，两边各项同除以 ( 1)n n  得

1 1 1 1
1 ( 1) 1

n na a
n n n n n n

   
  

（ 2n  ），

当 2n  时

1 1 2 2 3 2 1 1

1 1 1 1 2 3 2 2
n n n n n n na a a a a a a a a a

n n n n n n n
                                     

L

1 1 1 1 1 1 1 1 3
1 1 2 1 2 3 2n n n n n n

                                 
L

1 3 1 1 2 12
2 2 1 1 1

n
n n n


     

  

 2 1na n 

经检验当 1n  时， 2 1na n  也成立，故 2 1na n 

选择②

由    2 2 22 1 2 0n nS n n S n n     

    2 2 1 0n nS n n S     

所以 2 2nS n n  或 1nS  

Q 0na  ，所以 1nS   舍去

 2 2nS n n 

当 1n  时，
2

1 1 1 2 1 3a S     ，

当 2n  时， 2 2
1 2 ( 1) 2( 1) 2 1n n na S S n n n n n         ，

当 1n  时，符合上式， 2 1na n 

(2)

选择①

由（1）知 2 1na n  ，已知   1 1 2
2n nS a n  

        1 11 2 2 1 1 2 2
2 2n nS a n n n n n        


1 1 1 1 1( )

( 2) 2 2nS n n n n
  

 


1 2

1 1 1
n

n

T
S S S

   L

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 3 2 4 1 1 2n n n n

                                  
L
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1 1 1 1 1
2 1 2 1 2n n

       

   
3 1 1
4 2 1 2 2n n

  
 

    
3 1 1 3
4 2 1 2 2 4nT

n n
   

 

另一方面， nT 是关于 n的增函数，

 1
3 1 1 3 1 1 1
4 2(1 1) 2(1 2) 4 4 6 3nT T       

 
≥

综上有：
1 3
3 4nT 

选择②

由（1）知 2 2nS n n 

  
1 1 1 1 1

2 2 2nS n n n n
      


1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1[( ) ( ) ( ) ( )]
2 1 3 2 4 1 1 2n

n

T
S S S n n n n

            
  

L L

1 1 1 1 1 3 1 1( )
2 1 2 1 2 4 2( 1) 2( 2)n n n n

      
   


3 1 1 3
4 2( 1) 2( 2) 4nT

n n
   

 

另一方面， nT 是关于 n的增函数，

 1
3 1 1 3 1 1 1
4 2(1 1) 2(1 2) 4 4 6 3nT T       

 
≥

综上有：
1 3
3 4nT  .

9.【答案】答案见解析

【分析】

由已知条件可得
1( 3)n

nb    ，假设 n k 时， nS 取最小值，则
1

1 1

0
0

k k k

k k k

S S a
S S a



 

      
，

若补充条件是①，则可求得 3 16na n  ，代入化简可求出 k 的取值范围，从而可求得

答案，若补充条件是②，则可得 28 139na n   ，该数列 na 是递减数列，所以不存

在k，使得 nS 取最小值，若补充条件是③，则可得
8 43
3 3na n  ，代入化简可求出 k 的

取值范围，从而可求得答案，

【详解】

解：等差数列 na 的公差为d，

当 1n  时， 1 14 3 1T b  ，得 1 1b   ，从而 5 1a   ，

当 2n  时，    1 1 14 4 4 3 1 3 1 3 3n n n n n n nb T T b b b b         

得 13n nb b   ，所以数列 nb 是首项为 1 ，公比为 3 的等比数列，
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所以
1( 3)n

nb    ，

由对任意 *n  N ，都有 nS  ，

当等差数列 na 的前n项和 nS 存在最小值时，

假设 n k 时， nS 取最小值，所以
1

1 1

0
0

k k k

k k k

S S a
S S a



 

      
； 

若补充条件是① 2 2 43 0a b b   ，因为 2 3b  ， 4 27b  ，

从而  2 2 4
1 10
3

a b b     ，由 5 2 3a a d  得 3d  ， 

所以 1 2( 1) ( 2) 10 3( 2) 3 16na a n d a n d n n            ，          

由等差数列 na 的前n项和 nS 存在最小值，则  
3 16 0

3 1 16 0
k

k
 

   
，得

13 16
3 3

k  ，

又 *k  N ，所以 5k  .          

所以 5 35S    ，故实数  的取值范围为 ( , 35]  ． 

若补充条件是② 4 4a b ，

由 4 27b  ，即 4 27a  ，又 5 1 1a b   ，

所以 5 4 1 27 28d a a       .   

所以 1 5( 1) ( 5) 1 28( 5) 28 139na a n d a n d n n             ，

由于该数列 na 是递减数列，所以不存在k，使得 nS 取最小值，故实数  不存在

以下为严格的证明：

由等差数列 na 的前n项和 nS 存在最小值，

则  
28 139 0

28 1 139 0
k

k
  

   
，得

139
28

111
28

k

k

 

 


，

所以 k ，所以不存在k，使得 nS 取最小值，故实数  不存在． 

若补充条件是③ 3 27S   ，

由 3 1 2 3 23 27S a a a a      ，得 2 9a   ，

又 5 1 21 3a b a d     ，所以 5 2 8
3 3

a ad 
  ，       

所以 1 2
8 8 43( 1) ( 2) 9 ( 2)
3 3 3na a n d a n d n n           

由等差数列 na 的前n项和 nS 存在最小值，则

 

8 43 0
3 3

8 431 0
3 3

k

k

  

   


，

得
35 43
8 8

k  ，又 *k  N ，所以 5k  .

所以存在 5k  ，使得 nS 取最小值，
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所以 5
95
3

S    ，故实数  的取值范围为
95,
3

    
．
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