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灰色预测背景
•灰色预测理论

   灰色理论认为信息不完全系统的行为现象尽管是朦胧的，数
据是复杂的，但它具备一定的潜在规律，是有整体功能的。灰
色预测就是从杂乱中寻找出规律，从而对系统进行预测。

•灰色模型（Grey Models，GM）
    通过离散随机数经过生成变为较有规律的生成数，进而直接
转化成微分方程的模型。常用模型有GM(1,1)模型、GM(1,N)模
型、Verhulst模型、GM(2,1)模型,DGM模型和灰色波形预测。



•模型的提出：基于随机的原始时间序列，经按时间累加后形成的
新的时间序列所呈现的规律用一阶线性微分方程的解来逼近的模
型。

•模型的适用条件：
• 1.数据量不少于4个；

• 2. 原始数据非负、符合指数规律变化且变化不是很快；

• 3.                                     .                           

一、GM(1,1)模型



模型的基本定义

1.原始数列（非负）:

2.一次累加生成数列:                                               , 其中         .

3.级比:

4.        的灰导数: 

5.        的紧邻均值生成序列:                                               , 其中  



建模过程

1.构造GM(1,1)的灰微分方程模型为

    其中 a 称为发展系数, b 称为灰作用量，         称为白化背景值     

 

   令                         , 则上式可写为

2.引入矩阵记号

    ,                   ,



   则GM(1,1)模型的矩阵形式为

   利用最小二乘法获得参数为

3.对于GM（1，1）的灰微分方程, 如果将灰导数           的时刻视为连续, 

   则其可视为时间 t 的函数.

   构造相应的白化微分方程为 ：   

      

4.得到白化方程的解(离散响应)为：



5.对数据模型作逆生成处理（累减），还原            得：



例1 以我国1998-2006年全国人口总量作为预测样本，采用GM(1,1)模型

进行数据预测。
年份 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

人口/万人 124761 125786 126743 127627 128453 129227 129988 130756 131448

1.建立GM(1,1)模型

   对原始数据作一次累加得

        的紧邻均值生成序列

2.参数估计:



利用最小二乘法得

于是得到 a=-0.0062, b=124786.

3.模型求解

    灰微分方程为

    把系数a，b代入GM(1,1)模型白化方程的解并作逆生成处理, 还原

     可见，短期人口预测结果与实际情况十分接近。

用MATLAB实现建模如下：



% GM(1,1)模型
clc,clear

x0 = [124761 125786 126743 127627 128453 129227 129988 

130756 131448]' % 输入数据 注意这里为列向量
n = length(x0) 

lamda = x0(1:n-1)./x0(2:n) % 级比
range = minmax(lamda') %级比范围
if range(1,1) < exp(-2/(n+2)) | range(1,2)>exp(2/(n+2))

    error('级比没有落入灰色模型的范围内')

else 

    %空行输出
    disp('         ');

    disp('可以用GM(1,1)建模')

end



x1 = cumsum(x0) %累加运算
B=[-0.5*(x1(1:n-1)+x1(2:n)),ones(n-1,1)]; 

Y=x0(2:n); 

u=B\Y   %拟合参数
k=10;

forecast1 = (x1(1)-u(2)./u(1)).*exp(-u(1).*([0:n-

1+k]))+u(2)./u(1);

exchange = diff(forecast1)%最后10个为预测的数据
epsilon=x0(2:n)'-exchange(1:n-1)    %计算残差
delta=abs(epsilon./x0(2:n)')  %计算相对误差 

rho=1-(1-0.5*u(1))/(1+0.5*u(1))*lamda'  %计算级比偏差值



二、GM(1，N)模型

•模型的提出：GM(1,N)即GM(1,1)的推广，为N个变量的一阶线性
动态模型，以多个变量的时间序列为基础，主要用于事物的状态
分析和决策。

•模型的适用条件：
 1.数据量不少于4个；

 2. 原始数据非负、符合指数规律变化且变化不是很快；

 3.              



建模过程

1.确定原始序列

  令           为原始数列的一次累加生成序列,   为   的紧邻生

  成序列.

2.构造GM(1,N)模型为

3.引入矩阵记号

                                                       ,                               

当      时,利用最小二乘法求得一级参数



4.构造方程的白化模型为

  当           变化幅度较小时，可视          为灰变量

5.得出模型的近似时间响应式为

6.得出累减还原式为



例2  某商品的生，产需要甲.乙两种原料，产品利润以及甲、乙两
种原料的市场供给等数据如表15. 7所列，试预测2004年甲的供应量
为400kg.乙的供应量为500kg时的产品利润(要求建立灰色GM(1,N)

)。

表2.原始数据表
年度 1999 2000 2001 2002 2003

i 1 2 3 4 5

产品利润/元 4383 7625 10500 11316 17818

甲原料/kg 83 131 180 195 306

乙原料/kg 146 212 233 259 404



         这里有3个变量           其中     表示利润（预测对
象），

       分别表示甲原料和乙原料的量，每个变量都有5个相互对应的

历史数据，于是形成了3个原始数列：



         记              为      的累加生成数列，这里：

                                                                

       的紧邻均值生成序列：



于是有

所以

得估计模型

     



及近似时间响应式
              

预测结果为23405.94元。



%GM(1,N)

clc,clear

x0 = [4383 7625 10500 11316 17818 

    83 131 180 195 306 

    146 212 233 259 404];  % 录入数据
[m,n] = size(x0);

x1_d = cumsum(x0,2);  %累加序列
x11 = x1_d(1,:);  

z11=0.5*(x11(1:end-1)+x11(2:end));%紧邻均值生成
b = [-z11' x1_d(2,2:end)' x1_d(3,2:end)'];

y = x0(1,2:end)';

u = b\y   %参数矩阵



%%引入条件
x20 = [x0(2,:),400];

x30 = [x0(3,:),500];

x21 = cumsum(x20);x31 = cumsum(x30);

for k = 0:length(x21)-1

    x1(k+1) = (x0(1,1)-u(2)/u(1)*x21(k+1)-u(3)/u(1)*x31(k+1)).*exp(-

u(1)*k)+u(2)/u(1)*x21(k+1)+u(3)/u(1)*x31(k+1);

end

x10hat = [x1(1),diff(x1)];        %进行差分运算
epsilon = x0(1,:) - x10hat(1:end-1);   %计算残差 

delta = abs(epsilon./x0(1,:));   %计算相对误差  

xhat = x10hat(end)  % 预测最终值



三、灰色Verhulst模型

•模型的提出：将离散的随机数列进行一次累加，生成新序列，再
对其进行建模计算，得到预测值。该模型主要用来描述具有饱和

状态的过程，即S型过程，常用于人口预测，生物生长，繁殖预

测及产品经济寿命预测等。

模型算法

• 1.构造灰色Verhulst模型为



模型算法

2.引入矩阵记号

        ,          ,

   利用最小二乘法求得参数

3.构造灰色Verhulst模型的白化方程:

4.得出时间响应式:

5.对模型作逆生成处理:



•例3  以湖南省水稻产量为例，该省2002——2009年水稻产量如
下表所示。（数据来源于湖南统计信息网）

                         湖南省2002——2009年水稻产量值

   根据上述数据，请对湖南省水稻产量进行预测．

        发现表中产量数据是呈“S”型增长的，故在不考虑外界
环境因素对湖南省今后几年经济作物发展影响的前提下，我们利用
Verhulst模型对其进行预测。

年份 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

水稻产量（万吨） 2.119
2.07

0
2.442 2.485 2.507 2.496 2.640 2.710



1.原始序列

2.一次累加生成

3.紧邻均值加权生成序列



4.建立灰色Verhulst模型

其中

，



5.利用最小二乘法估计参数a，b的值

6.将a，b代入白化模型，得到时间响应式

   则

7.对        作逆生成处理

      利用公式                ，计算得到
 

 

    



%灰色verhulst

clc,clear

x0 = [2.119 2.070 2.442 2.485 2.507 2.496 2.640 2.710] % 输入数据
n = length(x0)

year = 0:n-1

x1 = cumsum(x0) %累加运算
for i = 2:n

    z1(i) = 0.5*(x1(i)+x1(i-1));    % 紧邻均值序列
end

z1

B=[-z1(2:end)',z1(2:end)'.^2]

Y=x0(2:end)';

u=B\Y   %拟合参数 

forecast1 = (u(1)*x0(1))./(u(2)*x0(1)+(u(1)-

u(2)*x0(1))*exp(u(1).*([2:n])))

exchange = diff(forecast1)

epsilon=x0(2:n-1)-exchange    %计算残差
delta=abs(epsilon./x0(2:n-1))  %计算相对误差 



统一思路

模型微分方程

↓

矩阵形式（最小二乘法）

相应白化微分方程

↓

↓

时间响应式

逆处理还原

↓



四、灰色波形预测

•模型的提出：当原始数据频繁波动且摆动幅度较大时，往往难以
找到适当的模拟模型，这时可以考虑根据原始数据的波形预测未
来行为数据发展变化的波形。

建模过程

1.确定原始序列为

      为序列X的k段折线图形,仍记

称     为等高线



建模过程

联立                               所得解为等高点.

由上述方程组还可得到       ,并记

则称                     为等高时刻序列。

2.建立等高时刻序列的GM(1,1)模型,可得等高时刻序列预测值



例4 以上海证券交易所综合指数2008年3月-2009年3月数据为例，来预测
上海证券交易所综合指数未来走势.

模型求解：
1.由表格数据作出2008年3月至2009年3月收盘指数曲线

2.以最低点和最高点为界限，等距离的取等高线



3.去掉对应时刻点较少的等高线     

    列出余下等高线对应的等高时刻序列

    

以        为例，在波形图上作等高线，取等高线与波形图交点的横坐

标，得到等高时刻序列：



4. 对        作一次累加生成，得到    ，利用GM(1,1)

模型预测等高序列响应式

5.利用逆生成公式       得到  等高预测序列

 



6.剔除无效点
   观察上一步中得到的等高预测序列中是否存在相同值，若存在即意味

着该时刻对应两个不同预测值，该点无效，应当剔除。
   可以发现，本例中不存在无效点，因而只需对等高预测序列得到的时

刻按从小到大排序，最后将每个时刻与其所在序列的等高线数值对应，作
出预测波形。



灰色模型的检验

1.残差检验

残差：

相对误差：

                                                   

平均相对误差                                               

精度

一般要求        ,最好        ；

一般要求        ,最好       .           



2.关联度检验

绝对差               关联系数

关联度

通常



3.后验差检验

原始序列均值                方差

残差序列均值                方差

后验差比值                  小误差频率

精度等级 P C

1级（好） P≥0.95 C≤0.35

2级（合格） 0.80≤P<0.95 0.35<C≤0.5

3级（勉强） 0.70≤P<0.80 0.35<C≤0.5

4级（不合格） P<0.70 0.65<C



五、* GM(2,1)模型

•模型的提出：
    将离散的随机数列分别进行一次累加、一次累减生成新序列

，再对其进行建模计算，得到预测值。该模型主要用来描述非单

调摆动发展序列。（ DGM(2,1)模型同理）。



模型的基本定义

1.原始数列（非负）:

2.一次累加生成数列:                                               , 其中         .

3.一次累减生成数列:

其中，

4.        的紧邻均值生成序列:                                               , 其中  



模型算法

2.引入矩阵记号

利用最小二乘法求得参数

                            

1.构造GM(2,1)模型为



模型算法

3.构造GM(2,1)模型的白化方程:

4.关于GM(2,1)白化方程的解:

若      是                    的特解，   是对应齐次方程

的通解，则         是白化方程的通解。
 

5.对模型作IAGO还原处理:



六、* DGM(2,1)模型

模型的基本定义

1.原始数列（非负）:

2.一次累加生成数列:                                               , 其中         .

3.一次累减生成数列:

其中，



模型算法

2.引入矩阵记号

利用最小二乘法求得参数

                            

1.构造DGM(2,1)模型为



模型算法

3.构造DGM(2,1)模型的白化方程:

4.得出时间响应式:

5.还原值:



7、案例分析
2005年全国大学生数学建模A题    长江水质的预测

        长江的水质问题是一个复杂的非线性系统，但是由于数据样本少，需

要预测的时间长，直接应用神经网络很难取得理想的效果。考虑到污水排放量

的变化规律是一个不确定的系统且本题给出污水排放量数据样本比较少，还要

求做出长达10年的预测，因此\采用灰色预测方法来预测未来的污水排放量。

         对原题附件4中的数据进行整理可以得到10年的长江污水量排放数据，

如下表所列：

年份  1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004

污水量/亿吨 174 179 183 189 207 234 220.5 256 270 285
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