
 

第一章 绪论 

1.1 研究意义 

微分中值定理是一系列定理的总称.这一系列定理是研究函数、函数的微分、

函数与其微分之间关系,不等式等数学问题的基础理论和有力工具；是微分学理

论的重要组成部分,在导数应用中起着桥梁作用,也是研究函数变化形态的纽带,

因而在经典分析学中占有很重要的地位.通过本论文主要讨论多元微分中值定

理的存在形式及其在数学理论证明和实际问题的数学描述与求解中的应用.因而

使多元实值函数、多元向量值函数的各微分中值定理的存在形式数学形式化、具

体化是具有数学理论价值和数学应用价值的. 

1.2研究现状 

对微分中值定理的研究,是伴随着微积分建立就开始了.1637年,著名法国数

学家费马在《求最大值和最小值的方法》中给出费马定理.教科书中通常将它称

为费马定理.1691年,法国数学家罗尔在《方程的解法》一文中给出多项式形式的

罗尔定理.797 年,法国数学家拉格朗日在《解析函数论》一书中给出拉格朗日定

理,并给出最初的证明.以罗尔定理,拉格朗日中值定理和柯西中值定理组成的一

组中值定理是整个微分学的理论基础,它们建立了函数值与导数值之间的定量联

系,中值定理的主要作用在于理论分析和证明. 

我们国内对中值定理也有一定的研究,如唐伟国,唐仁献在文[1]中通过以微

分多项式表达式作为其应用,导出了拉格朗日中值定理与柯西中值定理的一种新

的推广形式.党艳霞在文[2]中从多角度阐述微分中值定理及其三个定理之间的关

系,并举例说明了微分中值定理的应用.邱召友在文[3]中通过讨论微分中值定理

在 n  维欧氏空间中的推广,将一元函数的微分中值定理推广到了多元函数及向量

值函数. 

1.3研究内容 

本论文主要是对微分中值定理的证明方法进行研究,同时给出多元微分中值

定理的数学证明形式,在文章中我们给出了微分中值定理的一种统一的证法和微

分中值定理的一种逆向分析证法.多元微分中值定理的数学证明形式中我们给出

了多元实值函数的微分中值定理形式的推导与证明以及多元向量值函数的微分



 

中值定理形式的推导和证明,讨论四个定理的推广形式,并给出其简单的证明.同

时本文还讨论了微分中值定理的内在联系；讨论定理的推广形式；讨论加强条件

之后的深层阐述.为了完成研究内容,实现研究目标,本论文共分五章阐述了整个

研究工作,具体如下,第一章中将本论文的研究意义、研究现状以及研究内容进行

整体的阐述.第二章中主要阐述了一元微分中值定理的研究,其中包括对 Rolle定

理、Lagrange中值定理、Cauchy 中值定理的阐述,以及 Taylor公式的定义. 同时

将各定理之间的关系进一步进行研究.第三章主要是对多元微分中值定理的研究,

其中包括多元实值函数微分中值定理和多元向量值微分中值定理.第四章主要是

一些多元微分中值定理的应用实例.第五章主要是对本文研究内容的一个总结. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

第二章 一元微分中值定理 

2. 1  微分中值定理的基本内容 

微分中值定理是反映导数值与函数值之间联系的三个定理,它们分别是罗尔

定理、拉格朗日定理和柯西中值定理.具体内容如下: 

定理 2.1.1[4]（罗尔定理） 

设函数 f x 在闭区间 ,a b 上连续,在开区间 ,a b 上可导,且  f a f b ,则

至少存在一点  ,a b ,使得 

0f    

定理 2.1.2[4]（拉格朗日定理） 

设函数 f x 在闭区间 ,a b 上连续,在开区间 ,a b 上可导,则至少存在一点

 ,a b ,使得 


 f b f a

f
b a




 
  

定理 2.1.3[4]（柯西中值定理） 

设 f x 和 g x 都在闭区间 ,a b 上连续,在开区间 ,a b 上可导,且对于任意

 ,x a b , 0g x  .则至少存在一点  ,a b ,使得 




 
 

f f b f a

g g b g a





 


 
 

定理 2.1.4[4]（Taylor 微分中值定理） 

设 f x 在
0
x 处有 n阶导数,则存在

0
x 的一个邻域,对于该邻域中任意一点 x ,

成立 



 

   


 


  

20

0 0 0 0

0

0

2!

,
!

n
n

n

f x
f x f x f x x x x x

f x
x x r x

n


    

   

             （1） 

其中余项 
n
r x 满足 

   
0

n

n
r x o x x      ( Peano余项 )                        （2） 


 
 

 
1

1

01 !

n
n

n

f
r x x x

n


 


    (Lagrange 余项)                 （3） 

2. 2  三个定理之间的关系 

在拉格朗日中值定理中,如果  f a f b ,则 
 

=0
f b f a

f
b a




 


变成罗

尔定理 ;在柯西中值定理中 ,如果 g x x ,则由
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变为拉格朗日中值定理.因此,拉格朗日中值定理是罗尔定理

的推广,柯西中值定理是拉格朗日定理的推广.反之,拉格朗日定理是柯西中值定

理的特例,罗尔定理是拉格朗日中值定理的特例. 

2. 3  几何解释 

罗尔定理的几何解释是：在曲线 y f x 上存在这样的点,过该点的切线平

行于过曲线两端点的弦(或 x轴) . 

拉格朗日定理的几何解释是：在曲线 y f x 上存在这样的点,过该点的切

线平行于过曲线两端点的弦. 

柯西中值定理的几何解释是：在曲线



X F x

Y f x





(其中 x为参数, a x b  ) 

存在一点,使曲线过该点的切线平行于过曲线两端点  ,A F a f a  , 



 

 ,B F b f b  的弦.综上所述,这三个中值定理归纳起来,用几何解释为:在区间

[ a , b ] 上连续且除端点外每一点都存在不垂直于x 轴的切线的曲线,它们有个

共同的特征即在曲线上至少存在一点,过该点的切线平行于曲线端点的连线. 

2. 4  一元微分中值定理的深层阐述 

2. 4. 1 罗尔定理 

（i） 罗尔定理的证明是借用最值定理及费马定理[5] 

从罗尔定理的证明中我们可得到:(1)符合罗尔定理条件的函数在开区间

 ,a b 内必存在最大值或最小值.(2)在开区间 ,a b 内使 0f x  的点不一定是极

值点.例如函数   3
5 3

4

x
f x x  在闭区间 1,2 上满足罗尔定理的三个条件,由

  23 5/4f x x x   ,显然 0  ,有 0f   成立,但 0 不是 f x 的极值点.

但加强条件,可得如下定理: 

定理 2.4.1.1[6]  若函数在闭区间 ,a b 上满足罗尔定理的三个条件,且在开

区间 ,a b 内只有唯一的一个点,使 0f   成立,则点必是 f x 的极值点.

完全按照罗尔定理的证法,即可证得使 0f   成立的唯一点就是 f x 在

 ,a b 内的最值点,当然是极值点. 

（ii） 罗尔定理的逆命题不成立[7] 

设函数 y f x 在闭区间 ,a b 上连续,在开区间 ,a b 内可导,若在点

 ,a b 处,有 0f   ,则存在  , ,a b ,    ,使得 

 f f 
 

例 函数 3y x ,   , 0x a a a  ,显然 3y x 在 ,a a 上连续,在 ,a a 内可

导, 0 0f  ,但是不存在  , ,a b ,  ,使得  f f  .但如果加强条件,

下述定理成立: 



 

定理 2.4.1.2  设函数 y f x 在闭区间 ,a b 上连续,在开区间 ,a b 内可导,

且导函数 f x 是严格单调函数,则在点  ,a b 处,有 0f   的充分必要条件

是存在  , ,a b ,    ,使得  f f   . 

证明 首先, 由罗尔定理可以保证充分性成立.下面证必要性成立. 

设在点  ,a b 处,有 0f   ,不妨设导函数 f x 是严格单调减少的函数

(否则,讨论  g x f x 即可).因为 0f   ,故当 x  时, 0f x  ;当 x  时, 

0f x  .因而函数 y f x 在点处取的极大值.根据极大值的定义,可取点的

邻域  , ,a b     ,使得在此邻域内有  f x f  ,当 x  时, 

①     f f      ,则取    ,    ,就有  f f  . 

②  若    f f      ,则作辅助函数    F x f x f      , 

于是      0F f f           ,    0F f f       . 

根据介值定理,至少存在一  ,    ,使得 0F a  ,即   f f    ,

则取    ,就有  f f  . 

③若    f f      ,作辅助函数    F x f x f     ,采用上述方法,

同理可证,故原命题成立. 

2. 4. 2 拉格朗日中值定理 

拉格朗日定理结论中的点ξ不是任意的 

请看下例: 

问题 “若函数 f x 在 ,a (a为任意实数)上可导,且 lim
x

f x c


 (c为常

数) ,则 lim 0
x

f x


  ”这一命题正确吗? 



 

证明 设 x 为任意正数,由题设知 f x  在闭区间 ,2x x 上连续,在开区间

 ,2x x 内可导,由拉格朗日定理知,至少存在一点  ,2x x  ,使得 


 2f x f x

f
x




  ,又因为 lim
x

f x c


  ,故 

 2
lim 0
x

f x f x

x


  

由于夹在 x与 2x之间, 

当 x时, 也趋于于是 

 lim lim 0
x x

f x f 
 

    

上述证明是错误的,原因在于是随着 x的变化而变化,即 x  ,但当

x时, x 未必连续地趋于,可能以某种跳跃方式趋于,而这时就不

能由 f  趋于0推出 lim 0
x

f x


  了. 

例 函数  2sinx
f x

x
 满足 lim 0

x

f x


 ,且  2 2

2

1
2cos sinf x x x

x
   在

 0,内 存 在 ,但  2 2

2

1
lim lim 2cos sin
x x

f x x x
x 

    
 

并 不 存 在 ,当 然

lim 0
x

f x


   不会成立. 

定理 2.4.2.1 [8] 若函数 f x 在 ,a  (a为任意实数)上可导,且 lim
x

f x


  

存在,若 lim
x

f x c


 (c为常数) ,则 lim 0
x

f x


   



 

定理 2.4.2.2  设函数 y f x 在闭区间 ,a b 上连续,在开区间 ,a b  内可

导 ,且 导 函 数 f x 是 严 格 单 调 函 数 ,则 对 任 意  ,a b ,一 定 存 在

 , , ,a b      使得 
 f f

f
 


 


 


 

证明  不妨设导函数 f x 是严格单调增加函数 ,取点ξ的邻域

  , ,a b    
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根据介值定理, 存在  ,    , 使得 0F   ,取    ,就得到 
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③  
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  ,采用上述方法,同理可证,故原命题成立. 

 2. 4. 3 柯西中值定理讨论 

我们在教学中常见的 Cauchy 中值定理是“若函数 ,f x g x 在闭区间 ,a b

上连续,开 

区 ,a b 内可导,且   0, ,g x x a b    ,则至少存在一点  ,a b 使 
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,在学习中我们特别强调条件   0, ,g x x a b   ,事实

上 Cauchy 中值定理的条件是充分的而不是必要的,条件   0, ,g x x a b   可放

松一些,将 Cauchy 中值定理改为 

定理 2.4.3.1   如函数 ,f x g x 在闭区间 ,a b 连续,开区 ,a b 内可

导,  g b g a ,且  ,x a b  有 ,f x g x 不同时为 0,则至少存在一点  ,a b ,

使
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证明：考虑函数   
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F x f x f a x a
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不难验证 F x

在闭区间 ,a b 上连续,开区 ,a b 内可导,且  0F b F a  ,由 Rolle定理知,至少

存在一点  ,a b 使 0F   即  
 
 

0
f b f a

F f g
g b g a
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这里一定有 0g   ,因若 0g   ,则 0f   与 ,f x g x 不同时为0矛

盾, 

所以有 
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证毕. 

定理 2.4.3.2(一元实值函数 Cauchy 中值定理推广)   若 ,f x g x 在 ,a b

上连续, 在 ,a b  内 n  阶可导,且   , , , ng x g x g x  均不为零,则  ,a b 

使 
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                (4) 

证明  当 1n 时,（4）式显然成立,它就是 Cauchy 中值定理,设当n t 时,（4）

式成立,即 
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                (5) 

当 1n t时,若能证明（4）式也成立,则有归纳法可得定理 3.4 是正确的.

为此,作辅助函数： 
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         （6） 

在（6）式中,令 0F b  ,得： 
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当 x a 时,由（6）式可得到 
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