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行列式的计算及应用毕业论文
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1. 行列式的定义及性质

1.1 行列式的定义

1.1.1 排列[1]

在任意一个排列中，若前面的数大于后面的数，则它们就叫做一个逆序，在

任意一个排列中，逆序的总数就叫做这个排列的逆序数.

1.1.2 定义[1] 

n阶行列式

就相当于全部不同行、列的 n个元素的乘积

                                              (1-1-1)

的代数和，这里 njjj �21 是 n,,2,1 � 的一个排列，每一项（1-1-1）都按下列规则

带有符号：当 njjj �21 是偶排列时，（1-1-1）是正值，当 njjj �21 是奇排列时，

（1-1-1）是负值.这一定义可以表述为
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这里 
njjj �21

表示对所有 n级排列求和.

由于行列指标的地位是对称的，所以为了决定每一项的符号，我们也可以把

每一项按照列指标排起来，所以定义又可以表述为
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1.2 行列式的相关性质
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则行列式 'D 叫做行列式D的转置行列式.

性质 1 行列式和它的转置行列式是相等的[2]. 即 DD ' .

证明：记D中的一般项 n个元素的乘积是

它处于D的不同行和不同列，所以它也处于 'D 的不同行和不同列，在 'D 中

应是

所以它也是 'D 中的一项.反之, 'D 的每一项也是 D的一项，即 D和 'D 有相

同的项.再由上面（1-2）和（1-3）可知这两项的符号也相同，所以 DD ' .
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性质 3 如果行列式的某行(列)的元素都为两个数之和[2]，如
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那么行列式D就等于下列两个行列式的和：

,
21 21 nnjjj aaa �

,21 21 njjj n
aaa �
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可以参照性质 2的证明得出结论.

性质 4 对换行列式中任意两行的位置，行列式值相反.即若设
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证明：记D中的一般项中的 n个元素的乘积是

.
21 21 nki njkjijjj aaaaa ���

它在 D中处于不同行、不同列，因而在 1D 中也处于不同行、不同的列，所

以它也是 1D 的一项.反之， 1D 中的每一项也是 D中的一项，所以 D和 1D 有相同

的项，且对应的项绝对值相同.

现在看该项的符号：它在D中的符号为

.)1( )( 21 nki jjjjj ���

由于 1D 是由交换 D的 i、 k 两行而得到的，所以行标的 n级排列

nki ���12 变为 n级排列 nki ���12 ，而列标的 n级排列并没有发生变化.因

此D和 1D 中每一对相应的项绝对值相等，符号相反，即 .1 DD 

性质 5 如果行列式中任有两行元素完全相同，那么行列式为零.

证明：设该行列式为 D，交换 D相同的那两行，由性质 4 可得 DD  ,故

.0D

性质 6 如若行列式中任有两行或者两列元素相互对应成比例，则行列式为

零.

证明：设 n阶行列式中第 i行的各个元素为第 j 行的对应元素的 k 倍，由性质

2，可以把 k 提到行列式外，然后相乘.则剩下的行列式的第 i行与第 j 行两行相

同，再由性质 5，最后得到行列式为零.
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性质 7 把任意一行的倍数加到另一行，行列式的值不改变.
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2. 行列式的计算方法

2.1 几种特殊行列式的结果

2.1.1 三角行列式

nn

nn

n

n

aaa

a

aa
aaa

�

�
���

�
�

2211
222

11211

00

0
 （上三角行列式）.
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2.1.2 对角行列式 
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2.2 定义法

例 1 用定义法证明 .0
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证明：行列式的一般项可表成 .
54321 54321 jjjjj aaaaa 列标 543 ,, jjj 只能在 5,4,3,2,1

中取不同的值，故 543 ,, jjj 三个下标中至少有一个要取 5,4,3 中的一个数，则任意

一项里至少有一个0 为因子，故任一项必为零，即原行列式的值为零.

2.3 利用行列式的性质计算

例 2 一个 n阶行列式 ijn aD  的元素都满足 njiaa jiij ,,2,1,, � ， 那么

nD 叫做反对称行列式,证明：奇数阶的反对称行列式的值等于 0.

证明：由 jiij aa  知 iiii aa  ，即 niaii ,,2,1,0 �
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所以行列式 nD 可写为
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 当 n为奇数时，得 nn DD  ，因而得到 0nD .

2.4 降阶法

例 3 计算 )2( nn 级行列式
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2.5 归纳法

形如行列式      
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叫做 n阶德蒙（Vandermonde）行列式.

下面证明，对每一个 )2( nn ， n阶德蒙行列式就等于

naaa ,,, 21 � 这 n个数的所有可能的差 )1( nijaa ji  的乘积.

用数学归纳法证明德蒙德行列式

我们对 n作归纳法.

（1）当 2n 时， 12
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 ，结果是对的.

（2）设对于 1n 级的德蒙行列式，结论是成立的，先来看 n级的情况.在
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中，第 n行减第 1n 行的 1a 倍，第 1n 行减第 2n 行的 1a 倍，即由下而上逐次

地从每一行减它上一行的 1a 倍，得到
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最后面这个行列式是 1n 级德蒙德行列式，再由归纳法假设，它的值就是

)1( nijaa ji  ；而所有带有 1a 的差即为上式最后等式行列式的前面.所以，

结论对 n级德蒙德行列式也是成立的.由数学归纳法，证明了结论. 

用连乘号，这个结果可以简写为
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2.6 递推法

给定一个递推关系式，再给定某一个较低阶初始行列式的值，就可递推求得

所给 n阶行列式的值，运用这种方法计算的方法就叫做递推法。

一个典型的例子是德蒙德行列式. 
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分析：如果第一行全是 1把第一行变出一排 0其他位置将会变得不好掌握，

所以通过把第一列变出一排 0来降阶；并且，为了使降阶后的行列式仍然具有原

来的形式，不能用第一行的若干倍加到其他各行的办法，而用逐行变零的方法.

解：同上题，第 n行减第 1n 行的 1a 倍，第 1n 行减第 2n 行的 1a 倍，即

由下而上逐次地从每一行减它上一行的 1a 倍，有  
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其中行列式 1nD 仍然是同样形式的但阶数少 1的德蒙德行列式，所以可以按

同样的办法反复降阶.从上面的计算知道，这样的办法做一次，出现的因式是第

一列后面的每列的字母 ja 减去第一列的字母的差之积.因此得

111312 )())((  nnn DaaaaaaD �

22242311312 )())(()())((  nnn Daaaaaaaaaaaa ��

)()())(()())(( 12242311312  nnnn aaaaaaaaaaaaaa ���

.

所以阶德蒙德行列式为 
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
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jin aaD
1
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2.7 拆项法

把给定的行列式的某一行或者某一列的元素表述为两数之和的形式，再根据

行列式的性质把原行列式表示为两行列式的和的方法叫做拆项法.把一个繁琐的

行列式化简为两个简单的行列式，把问题简单化以便于计算.

例 4 计算行列式  
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