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专题 05  九种函数与抽象函数模型归类
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题型一：三大补充函数：对勾函数

1.（2022 秋·四川成都·高三成都七中校考阶段练习）若对任意的  1,5x  ，不等式 2 5ax b
x

    恒成立，则

a b 的最大值是         .
【答案】 4 4 3

【分析】令    , 1,5af x x b x
x

    ，讨论 a

对勾函数： 图像特征

形如 称为对勾函数

1.有“渐近线”：y=ax

2.“拐点”：解方程 （即第一象限均值不等式取等处）

 , 0by ax a b
x

  

 , 0by ax a b
x

  

bax
x
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的取值范围，确定函数的单调性，根据单调性确定函数的最大值与最小值，使  min
2f x  且  max

5f x  恒

成立，进而确定 a的取值范围以及b 的取值范围，即求.

【详解】令    , 1,5af x x b x
x

     

I.当 0a  时，函数  f x 显然单调递增，

所以  min
1f x a b   ，  max

5
5
af x b   ，

由题意可得

1 2 1
51

5 45 5 0
5 5

a b a b
aa b aa ab b

     
         

      
，

这与 0a  矛盾，故舍去；

II，当 0a  时，   af x x b
x

   在  0, a 单调递减， ,a  单调递增，

①.当 25a  时，即 5a  ，所以    max
1 1f x f a b    ，    min

5 5
5
af x f b   

 由题意可得

1 5 4
353 4

5 45 2 3
5 5

a b a b
a b a aa ab b

     
          

       
，

这与 25a  矛盾（舍去）.
②．当1 25a  时，即1 5a  ，

所以       max
max 1 , 5 max 1 ,5

5
af x f f a b b       

 
，

   min
2f x f a a b   ，由题意得

1 5 4

5 5
5 5

2 2 2 2

a b b a
a ab b

a b b a

     
 
       
 
     

，a.当5 25a  时，此时 4
5
aa   ，

所以 2 2 4 2 2 4a b a a a        0 3 1 0 4 2 3a a        ，故5 4 2 3a   ，

而 2 4 2 2a a b a a       ，故 2 2 4 4 3a b a a      ，b.当1 5a  时，此时 4
5
aa   ，所以

2 2 2 2
5 5
a aa b a        5 15 5 15 40 10 15 40 10 15a a          ，

故 40 10 15 5a   ，而
6 2 2
5
a a b a a     ，故 2 2 3 2 5a b a a      .

③．当 0 1a  时，即0 1a  ，所以  min
1f x a b   ，  max

5
5
af x b   ，

由题意可得

1 2 1
51

5 45 5 0
5 5

a b a b
aa b aa ab b

     
         

      
，这与 0 1a  矛盾，

综上所述： 4 4 3a b   .故答案为： 4 4 3

2.（2022·安徽合肥·高二校联考开学考试）已知函数
2 3( ) x xf x

x
 

 ，关于 x 的不等式 2 ( ) ( )f x af x 只有一

个整数解，则正数 a 的取值范围是       ．

【答案】
9( ,5]
2

【分析】将函数解析式变形，结合打勾函数的图像与性质可求得 ( )f x 的值域，进而结合不等式可知

1 2 3 ( )f x a   ；因为不等式 2 ( ) ( )f x af x 只有一个解，因而计算      1 , 2 , 3f f f 后与1 2 3 比较即可

确定这个解为 2；进而由不等式成立条件可得正数 a 的取值范围.
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【详解】函数
2 3 3( ) 1x xf x x

x x
 

    ，结合打勾函数性质可知，  ( ) ,1 2 3 1 2 3,f x         ，

关于 x 的不等式 2 ( ) ( )f x af x ，因为求正数 a 的取值范围，因而0 ( )f x ，化简不等式可得 ( )f x a ，

所以0 ( )f x a  ，即1 2 3 ( )f x a   则1 2 3 1 2 1.7 4.4     ，
3(1) 1 1 5,
1

f    
3 9(2) 2 1 ,
2 2

f    

3(3) 3 1 5,
3

f     因为关于 x 的不等式 2 ( ) ( )f x af x 只有一个整数解，

所以由以上数据可知整数解为 2，所以  2 (3)f a f  ，

解得
9 5
2

a  ，所以
9 ,5
2

a    
故答案为：

9 ,5
2

 
  

.

3.．（2023·高三单元测试）已知函数   1 1f x x
x

   ，若存在 1 2
1, , ,1

16nx x x       
，使得

       1 2 1n nf x f x f x f x       ，则正整数 n的最大值为            .
【答案】4

【分析】根据单调性得到   11,3
4

f x     
，要使正整数 n尽可能大，则可以是

5 11 1 3
4 4

   ，得到答案.

【详解】当
1 ,1

16
x     

时，
1 ,1
4

x     
，   1 1f x x

x
   单调递减，故   11,3

4
f x     

，

要使正整数 n尽可能大，则可以是
5 11 1 3
4 4

   ，故 n的最大值为 4.

故答案为：4.

4.（2022·上海闵行·高三上海市七宝中学校考开学考试）已知函数 ( ) ( 0)af x x a
x

   ，若对任意的

1 ,1
3

m n p     
、 、 ，长为 ( ) ( ) ( )f m f n f p、 、 的三条线段均可以构成三角形，则正实数 a的取值范围是      .

【答案】
1 5

15 3
 
 
 

，

【分析】求出 ( )f x 的导数，分类讨论可得最小值和最大值，由题意可得最小值的 2 倍大于最大值，解不等

式即可得到所求 a的范围．

【详解】函数 ( ) ( 0)af x x a
x

   的导数为 2( ) 1 af x
x

   ，

当 x a 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 递增；当 x a 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 递减．

当 1a… 即 1a… 时，
1[
3 ，

1]为减区间，即有 ( )f x 的最大值为
1 3
3

a ；

最小值为1 a ．

由题意可得只要满足
12(1 ) 3
3

a a   ，解得
51
3

a „ ；

当
1 1
3

a  且
1( ) (1)
3

f f„ 即
1 1
9 3

a „ 时，
1[
3 ，

]a 为减区间， ( a ，1) 为增区间，

即有 ( )f x 的最大值为1 a ；最小值为 2 a ．

由题意可得只要满足1 4a a  ，解得 7 4 3a   ，所以
1 1
9 3

a „ ；

当
1 1
3

a  且
1( )
3

f f （1）即
1 1
3

a  时，
1[
3 ，

]a 为减区间， ( a ，1) 为增区间，

即有 ( )f x 的最大值为
1 3
3

a ；最小值为 2 a ．

由题意可得只要满足
1 3 4
3

a a  ，解得
2 3 2 3

3 3
a 

  ，所以
1 1
9 3

a „ ；

当
1
3

a  ，即
10
9

a  时，
1[
3 ，

1]为增区间，即有 ( )f x 的最小值为
1 3
3

a ；
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最大值为1 a ．

由题意可得只要满足
12( 3 ) 1
3

a a   ，解得
1 1

15 9
a  ．

综上可得， a的取值范围是
1 5

15 3
 
 
 

， ．

故答案为：
1 5

15 3
 
 
 

， ．

题型二：三大补充函数：复杂分式型“反比例”函数

1.（2022·湖北武汉·高三校联考模拟）已知函数  1 3y f x   为奇函数，    3 2 ,
1

xg x f x
x





与  g x 的图像

有 8 个交点，分别为      1 1 2 2 8 8, , , ,x y x y x yL ，则  1 2 3 4 5 6 7 8y y y y y y y y      

 1 2 3 4 5 6 7 8x x x x x x x x                .
【答案】16
【分析】由  1 3y f x   为奇函数可得函数  f x 关于点  1 3， 对称，分离常数

   3 1 13 2 13
1 1 1

xxg x
x x x

 
   

  
可知函数  g x 关于点  1 3， 对称，继而可得  f x 与  g x 图像的 8 个交点

关于点  1 3， 对称，则 1 2 3 4 5 6 7 8x x x x x x x x       ， 1 2 3 4 5 6 7 8y y y y y y y y       可求，结果可得.

【详解】Q  1 3y f x   为奇函数函数  f x 关于点  1 3， 对称Q    3 1 13 2 13
1 1 1

xxg x
x x x

 
   

  
函数  g x 关于点  1 3， 对称  f x 与  g x 图像的 8 个交点关于点  1 3， 对称

 1 8 1
2

x x
 , 2 7 1

2
x x

 , 3 6 1
2

x x
 , 4 5 1

2
x x

 可得 1 2 3 4 5 6 7 8 4 2 1 8x x x x x x x x        

同理可知 1 2 3 4 5 6 7 8 4 2 3 24y y y y y y y y       

 1 2 3 4 5 6 7 8y y y y y y y y        1 2 3 4 5 6 7 8 16x x x x x x x x         故答案为：16.

2.（2023·全国·高三对口高考）函数
2 5

3
xy

x





的值域是 | 0y y  或 4y  ，则此函数的定义域为      .

【答案】
5 7,3 3,
2 2

   
     

U

【分析】利用反函数,可将原函数化为 ( )x f y ,(其中 0y  或 4y  ),求出 ( )f y 的值域即得 x 的定义域.

反比例与分式型函数

解分式不等式，一般是移项（一侧为零），通分，化商为积，化为一元二次求解，或者高次不等式，再用穿
线法求解

形如： 。对称中为 P ，其中

① ；

②  

③一、三或者二、四象限，通过  计算判断

ax by=
cx-d


0 0x y（ ， ）

0 0cx d 

0
axy
cx



0,1x 
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【详解】
2 5 3 5 1, ( 3) 2 5, 3

3 2 2
x yy y x x x

x y y
 

        
  

Q ，其中 ( 0y  或 4)y  ，

当 0y  时,
13

2
x

y
 


是减函数,此时

5 3
2

x  ，

当 4y  时,
13

2
x

y
 


是减函数,此时

73
2

x  ，

∴函数 y 的定义域为
5 7,3 3,
2 2

   
     

U .

故答案为：
5 7,3 3,
2 2

   
     

U .

3.（2023·全国·高三专题练习）已知集合
1, [ , 1]
6

A s s t t     
U ，其中1 A 且

1
6

s t  ，函数 ( )
1

xf x
x




，且

对任意 a A ，都有 ( )f a A ，则 t 的值是         ．

【答案】
5 1
2


或 3.

【分析】先判断区间 , 1t t  与 1x  的关系可得 1t  ，再分析
1 1
6

s   时定义域与值域的关系，根据函数的单

调性可确定定义域与值域的区间端点的不等式，进而求得 s和 t 即可.最后分析当 1s  时，

  1 1 1 11 ,1 1 ,151 1
6

f x
t t ss

 
            
 

U ，从而确定定义域与值域的关系，列不等式求解即可

【详解】先判断区间 , 1t t  与 1x  的关系，因为1 A ，故 1 1t   或 1t  .因为当 1 1t   ，即 0t  时，由题意，

当 t A 时， 0
1

t A
t

 


，故不成立；故 1t  .

再分析区间
1,
6

s s   
与 1x  的关系，因为1 A ，故

1 1
6

s   或 1s  .

①当
1 1
6

s   ，即
5
6

s  时，因为 ( )
1

xf x
x




在区间
1,
6

s s   
上为减函数，故当

1,
6

x s s    
，

 
1
6 ,5 1
6

s sf x
ss

  
   

 

 ，因为 1
1

s
s




，而 1t  ，故此时

1
16 , ,5 1 6

6

s s s s
ss

           
 

，即

1
1 6
1
6
5
6

s s
s

s
s

s

   
 
 
 

，因为

5
6

s  ，故

2

2

5 1
6 6

1 5
6 6

s s s

s s s

   

   


即

2

2

11 1 0
6 6

11 1 0
6 6

s s

s s

   

   


，故 26 11 1 0s s   ，解得
11 145

12
s 

 ，因为
5
6

s  ，故

11 145
12

s 
 .此时区间

1,
6

s s   
在 1x  左侧， [ , 1]t t  在 1x  右侧.故当 [ , 1]x t t  时，   1,

1
t tf x

t t
    

，

因为
1 1t

t


 ，故  1, , 1
1

t t t t
t t
     

，所以

1
1
1

t t
t
t t

t

   
  


 ，此时
2

2

1 0
1 0

t t
t t

   


  
，故 2 1 0t t   ，解得

1 5
2

t 
 ，因为 1t  ，故

1 5
2

t 
 ；
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②当 1s  时，   11
1

f x
t

 


在区间
1, [ , 1]
6

x s s t t     
U 上单调递减，易得

  1 1 1 11 ,1 1 ,151 1
6

f x
t t ss

 
            
 

U ，故此时

11

1 11
1 6

s
t

s
t

  

   
 

且

11 5
6

11 1
1

t
s

t
s

  





  


，即

1
1

11 5
6

t
s

t
s

  
  




且

11 5
6

1
1

t
s

t
s

  








，所以

1
1

11 5
6

t
s

t
s

  
  




，故

1 1

1 5
1 6

s
t

s
t

  

  
 

，故
1 5 1 1

1 6t t
  


，即

1 6
1 6

t
t t





， 2 6 0t t   ，因为

1t  ，故 3t  ；

综上所述，
1 5

2
t 

 或 3。故答案为：
5 1
2


或 3.

4.（2023·浙江·高二校联考开学考试）已知函数
2( )
2

xf x
x





，若函数  y f x t  在 1, 2 的最大值为 2，

则实数 t 的值为      .
【答案】 1 或 2

【解析】由题意可得三个非负端点值

1| |, 1
3

|1 |, 0
| |, 2

t x

y t x
t x

   


  
  


，分别令它们为最大值 2 求 t ，再验证是否符合题设

即可求 t 的值.

【详解】
4( ) 1

2
f x

x
 


，由题意知：

4| 1 |, 1 0
2

4| 1 |,0 2
2

t x
xy

t x
x

       
    
 

，

∴ = 1x  时，
1| |
3

y t  ； 0x  时， |1 |y t  ； 2x  时， | |y t  ；

若 max
1| | 2
3

y t   时，
7
3

t  或
5
3

t   ，而
7
3

t  有
7| | 2
3

y t    ，
5
3

t   有
8|1 | 2
3

y t    ，故与题设矛盾；

若 max |1 | 2y t   时， 1t   或 3t  ，而 3t  有 | | 3 2y t    ，所以只有 1t   时成立；

若 max | | 2y t   时， 2t   或 2t  ，而 2t   有 |1 | 3 2y t    ，所以只有 2t  时成立；

综上有： 1t   或 2t  ，

故答案为： 1 或 2

题型三：三大补充函数：双曲函数（双刀函数）
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1.（2023·江苏南通·高二统考期末）已知函数   2 2x xf x   ，则关于 x 的不等式    lg 1 0f x f  的解集

是       .

【答案】
1(0 )

10
，

【分析】求出   2 2x xf x   是奇函数，且在定义域上是单减函数，变形 (lg ) (1) ( 1)f x f f    再利用单调

性解不等式可得解.
【详解】   2 2x xf xQ   ， ( ) 2 2 ( )x xf x f x        

( ) 2 2x xf x    是奇函数，又 2 xy  是 R 上的减函数， 2xy  是 R 上的增函数，

由函数单调性质得 ( ) 2 2x xf x   是 R 上的减函数.
   lg 1 0f x f  ,则    lg 1f x f  ，由奇函数得 ( 1) (1)f f     

   lg 1f x f   且 ( ) 2 2x xf x   是 R 上的减函数. lg 1x < -  ，
1

10
x\ <  ，又 0x   

不等式    lg 1 0f x f  的解集是
1(0 )

10
\ ， 故答案为：

1(0 )
10
，

2.（2023春·湖北·高二统考期末）已知奇函数    e e 2 0ax xf x tx t    ，有三个零点，则 t的取值范围为      .

【答案】  1, 

【分析】由  f x 为奇函数求出 a的值，再利用导数研究函数和单调性和极值点，由  f x 有三个零点，求 t
的取值范围.
【详解】若 1a  ，    2 0f x tx t  ，函数没有三个零点，所以 1a  ，

 f x 为奇函数，则     0f x f x   ，即 e e 2 e e 2 0ax x ax xtx tx       ，

得 e e e eax ax x x    ，

设   e ex xg x   ，函数定义域为 R，    g x g x  ，  g x 为偶函数，

  e ex xg x   ，  g x 是 R 上的增函数，且  0 0g  ，

则   0g x  ，解得 0x  ；   0g x  ，解得 0x  ，

双刀函数

 （两支各自增），或者  （两支各自减）  

1.有“渐近线”：y=ax 与 y=-ax

2.“零点”：解方程
（即方程等 0处）

                          

by ax
x

 
by ax
x

   , 0a b 

bax
x
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即  g x 在  ,0 上单调递减，在  0,  上单调递增，

   g ax g x ，由 1a  ，则有 1a   ，

所以    e e 2 0x xf x tx t    ，   e e 2x xf x t     ，

由 e e 2x x   ，当且仅当 0x  时等号成立，则 e e 2x x    ，

若0 1t  ，则   e e 2 0x xf x t      ，  f x 单调递减，没有三个零点；

若 1t  ，令 ex m ，则方程
1 2 0m t
m

    ，即 2 2 1 0m tm   ，

判别式 24 4 0t    ，方程有两个不相等实数根，设两根为 1 2,m m 且 1 2m m ，则有 1 2 2 0m m t   ， 1 2 1m m  ，

所以 1 20 m m  ，

令 1
1ex m ， 2

2ex m ，由 1 2 1m m  ，则 1 20x x  且 1 2x x  ，

( ) 0f x¢ > ，即
1 2 0m t
m

    ，即 2 2 1 0m tm   ，解得 1 2m m m  ，得 1 2x x x  ；

  0f x  ，即
1 2 0m t
m

    ，即 2 2 1 0m tm   ，解得 1m m 或 2m m ，得 1x x 或 2x x ，

所以  f x 在  1, x 和  2 ,x  上单调递减，在  1 2,x x 上单调递增，由  0 0f  ，则有  1 0f x ，

 2 0f x  ，

由函数 exy  的单调性和递增速度可知， 0x  时，存在   0f x  ，  f x 的图像如图所示，

  

此时奇函数  f x 有三个零点.综上可知，t 的取值范围为  1, .故答案为：  1,

3.（2023 春·辽宁铁岭·高二校联考期末）已知函数
e e( ) 3sin 2

2

x x

f x x


   若   1f a  ，则

 f a          ．

【答案】3
【分析】利用  ( ) 4f x f x   ，求得  f a 的值.

【详解】根据题意，函数
e e( ) 3sin 2

2

x x

f x x


   ，则
e e( ) 3sin 2

2

x x

f x x
 

    ，则  ( ) 4f x f x   ，

故有     4f a f a   ，又由   1f a  ，则   3f a  ，故答案为：3.

4...2023 春·上海黄浦·高三上海市大同中学校考）已知函数    33 32022 3 2022 2x xf x x x      ，则不等式

   2 4 2 3 12f x f x    的解集为        ．

【答案】
3 41 3 41,

2 2
  
 
 

【分析】令   32022 2022 2x xg x x x    ，分析函数  g x 的定义域、奇偶性与单调性，将所求不等式变形

为    2 7 3 1g x g x   ，结合函数  g x 的单调性可得出关于 x 的不等式，解之即可.

【详解】设   32022 2022 2x xg x x x    ，则函数  g x 是定义域为R ，

因为        3 32022 2022 2 2022 2022 2x x x xg x x x x x g x              ，故函数  g x 为奇函数，

因为函数 2022xy  、 2022 xy   、 3y x 、 2y x 均为R 上的增函数，

故函数  g x 为R 上的增函数，
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因为        33 32022 2022 3 2 3 6 3 6x xf x x x g x           ，

由  2 4 (2 3 ) 12f x f x    可得    2 4 3 2 3 3 12 12g x g x       ，

可得      2 7 1 3 3 1g x g x g x       ，

所以， 2 7 3 1x x   ，即 2 3 8 0x x   ，解得
3 41 3 41

2 2
x 

  .

因此，不等式    2 4 2 3 12f x f x    的解集为
3 41 3 41,

2 2
  
 
 

.

故答案为：
3 41 3 41,

2 2
  
 
 

.

题型四：一元三次函数

1.．给出定义：设  f x 是函数  y f x 的导函数，  f x 是函数  y f x 的导函数，若方程   0f x  有实

数解 0x x ，则称   0 0,x f x 为函数  y f x 的“拐点”．经研究发现所有的三次函

   3 2 0ax bx d af x cx     都有“拐点”，且该“拐点”也是函数  y f x 的图像的对称中心．若函数

  3 23f x x x  ，则
1 2 3 4042 4043

2022 2022 2022 2022 2022
                       
         

f f f f f （    ）

A． 8086 B． 8082 C．8084 D．8088
【答案】A
【分析】利用题中给出的定义，得到 ( )f x 的拐点为 (1, 2) ，从而得到 ( )f x 的对称中心为 (1, 2) ，即

(2 ) ( ) 4f x f x    ，由此分析计算即可．

【详解】解：因为函数 3 2( ) 3f x x x  ，则 2( ) 3 6f x x x   ， ( ) 6 6f x x   ，

令 ( ) 0f x  ，解得 1x  ，且 ( )1 2f = - ，由题意可知， ( )f x 的拐点为 (1, 2) ，故 ( )f x 的对称中心为 (1, 2) ，

所以 (2 ) ( ) 4f x f x    ，

所以
1 2 3 4042 4043 40434 8086

2022 2022 2022 2021 2022 2
f f f f f                           

         
．故选：A．

2.已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 +3𝑥2 +1，若至少存在两个实数 𝑚，使得 𝑓(−𝑚)，𝑓(1)，𝑓(𝑚 + 2) 成等差数列，

则过坐标原点作曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的切线可以作 (  )
A. 3 条 B. 2 条 C. 1 条 D. 0 条

【答案】B 【解析】至少存在两个实数 𝑚，使得 𝑓(−𝑚)，𝑓(1)，𝑓(𝑚 + 2) 成等差数列，

可得 𝑓(−𝑚) +𝑓(2 + 𝑚) = 2𝑓(1) = 2(𝑎 + 4)，即有 𝑓(𝑥) 的图象关于点 (1,𝑎 + 4) 对称， 𝑓(𝑥) 的导数为 𝑓ʹ
(𝑥) = 3𝑎𝑥2 +6𝑥，
 𝑓ʺ(𝑥) = 6𝑎𝑥 + 6，由 𝑓ʺ(𝑥) = 0，可得 𝑥 = −1

𝑎，由 𝑓 − 1
𝑎

+ 𝑥 +𝑓 − 1
𝑎

−𝑥  为常数，可得 −1
𝑎

= 1，解得 

𝑎 = −1．
即有  𝑓(𝑥) = −𝑥3 +3𝑥2 +1，𝑓ʹ(𝑥) = −3𝑥2 +6𝑥，设切点为  (𝑡,−𝑡3 + 3𝑡2 + 1)，可得切线的斜率为  −3𝑡2

+6𝑡 = −𝑡3 + 3𝑡2 + 1
𝑡

，化为 2𝑡3−3𝑡2 +1 = 0，设 𝑔(𝑡) = 2𝑡3−3𝑡2 +1，𝑔ʹ(𝑡) = 6𝑡2−6𝑡，

一元三次函数：
所有的三次函数 都有“拐点”，且该“拐点”也是函数 的图像的对称中心，

设 是函数 的导数， 是 的导数，若方程 有实数解 ，则称点 为函数

的“拐点”．

   3 2 0ax bx d af x cx      y f x

 f x  f x  f x  f x   0f x  0x   0 0,x f x

   3 2 0ax bx d af x cx    
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当 0 < 𝑡 < 1 时，𝑔ʹ(𝑡) < 0，𝑔(𝑡) 递减；当 𝑡 > 1 或 𝑡 < 0 时，𝑔ʹ(𝑡) > 0，𝑔(𝑡) 递增．

可得 𝑔(𝑡) 在 𝑡 = 0 处取得极大值，且为 1 > 0；在 𝑡 = 1 处取得极小值，且为 0．
可知 2𝑡3−3𝑡2 +1 = 0 有两解，即过坐标原点作曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的切线可以作 2 条．

3.（多选）（全国名校大联考 2022-2023 学年高三上学期第三次联考数学试卷）对于三次函数

   3 2 0ax bx d af x cx     ，给出定义：设  f x 是函数  y f x 的导数，  f x 是函数  f x 的导数，

若方程   0f x  有实数解 0x ，则称   0 0,x f x 为函数  y f x 的“拐点”.某同学经过探究发现：任何一个三

次函数都有“拐点”；任何一个三次函数都有对称中心，且“拐点”就是对称中心.若函数

  3 22 4912
3 6

f x x x x    ，则下列说法正确的是（    ）

A．  f x 的极大值点为
1372,

6
  
 

B．  f x 有且仅有 3 个零点

C．点
1 , 2
2

 
 
 

是  f x 的对称中心

D．
1 2 3 2021 4042

2022 2022 2022 2022
f f f f                  

       
L

【答案】BCD
【分析】求出   22 2 12f x x x   ，得到函数的单调区间，即可求得极值，要注意极值点是一个数，可判断

A 项；根据极大值、极小值的正负，可得到函数零点的个数，即判断 B 项；根据   0f x  的解的情况，可

判断 C 项；由对称中心可推得    1 4f x f x   ，用倒序相加法即可求得式子的和，判断 D 项.

【详解】由题意知   22 2 12f x x x   .

令 ( ) 0f x¢ > ，解得 < 2x  或 3x  ，所以  f x 在  , 2  上单调递增，在  3,  上单调递增；

令   0f x  ，解得 2 3x   ，所以在  2,3 上单调递减.

又        3 22 49 1372 2 2 12 2
3 6 6

f            ，   3 22 49 1133 3 12 3
3 6 6

3f        .

所以，  f x 在 2x   处有极大值   1372
6

f   ，在 3x  处有极小值   1133
6

f   .

所以  f x 的极大值点为-2，A 项错误；

又极大值   1372 0
6

f    ，极小值   1133 0
6

f    ，作出  f x 的图象，

有图象可知，  f x 有且仅有 3 个零点，故 B 正确；

  4 2f x x   ，令   0f x  ，解得
1
2

x  ，

又
3 21 2 1 1 1 4912 2

2 3 2 2 2 6
f                 

     
，由题意可知，点

1 ,2
2

 
 
 

是  f x 的对称中心，故 C 正确；
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因为点
1 , 2
2

 
 
 

是  f x 的对称中心，所以有
1 1 4
2 2

f x f x         
   

，即    1 4f x f x   .

令
1 2 3 2021

2022 2022 2022 2022
S f f f f                  

       
L ，

又
2021 2020 2019 1
2022 2022 2022 2022

S f f f f                  
       

L ，

所以
1 2021 2 2020 2021 12

2022 2022 2022 2022 2022 2022
S f f f f f f                                                      

L

2021 4 8084   ，，所以 4042S  .故 D 正确.
故选：BCD.
4. （多选）（江苏省苏州市常熟市 2022-2023 学年高三上学期 12 月抽测二数学试题）对于三次函数

   3 2 0ax bx d af x cx     ,给出定义:设  f x 是函数  y f x 的导数,  f x 是  f x 的导数,若方程

  0f x  有实数解 0x ,则称点   0 0,x f x 为函数的“拐点”.经过探究发现:任何一个三次函数都有“拐点”,任何一

个三次函数都有对称中心,且“拐点”就是对称中心.设函数   3 21
3

f x x x ax a    ,则以下说法正确的是（    ）

A．     42
3

f x f x   

B．当 0a  时,  f x 有三个零点

C．        2019 2020 2021 2022 4f f f f     

D．当  f x 有两个极值点 1 2,x x 时,过      1 1 2 2, , ,A x f x B x f x 的直线必过点
41,
3

  
 

【答案】AB
【分析】根据题意令  f x 二次导数为零即可求出拐点,即对称中心,即可得选项 A 的正误,先讨论 1x  时是否

为零点,然后进行全分离,设新函数求导求单调性,求特殊值,画函数图象即可判断选项B的正误,根据选项A,将
2022, 2021x x  代入再相加即可得选项 C 的正误,两点在一条直线上,则中点也在直线上,根据 1 2,x x 为极值

点,令  f x 导函数为 0,用韦达定理即可得 1 2 2x x  ,根据选项 A,可得    1 2
4
3

f x f x   ,即可求出 ,A B中点

坐标,即可判断选项 D 的正误.

【详解】解:由题知   3 21
3

f x x x ax a    ,

关于选项 A:

   2 2 22 ,x af x x f x x    Q ,令   0f x  可得 1x  , ( )f x\ 的拐点为   1, 1f ,   21
3

f  Q ,

( )f x\ 对称中心为
21,
3

  
 

,即     42
3

f x f x    成立,-故选项 A 正确;

关于选项 B:

当 1x  时,   2
3

f x   , 0x  不是  f x 的零点,令   3 21 0
3

f x x x ax a     ,即  
3 23

3 1
x xa

x






有三个根,

令    
3 23

3 1
x xg x

x
 




,       
 

2 3 2

2

3 1

3

3 33

1

6x x x x x
g x

x

    






Q

 

2

2

3 32
2 4

1

x x

x

         


,

 ,0x   时,  g x 单调递增,  0,1x  时,  g x 单调递减,  1,x   时,  g x 单调递减,

 0 0g  ,  
3 2

1
lim

3 1
3

x

x x
x


 


,  

3 2

1
lim

3 1
3

x

x x
x


 


,   03g  ,画  g x 图象如下:
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由图可知: a<0时, y a 与  y g x 有三个交点,

即   3 21 0
3

f x x x ax a     有三个零点,故选项 B 正确;

关于选项 C:

由选项 A 可知:     42
3

f x f x    ,        4 42020 ,2022 2021 9
3 3

201f f f f        ,

两式相加可得         82019 2020 2021 2022
3

f f f f       ,故选项 C 错误;

关于选项 D:

由于  f x 有两个极值点 1 2,x x   2 2 0f x ax x   有两根 1 2,x x , 1 2

1 2

Δ 4 4 0
2
a

x x
x x a

  
  
  

,

由于直线过      1 1 2 2, , ,A x f x B x f x ,则直线一定过 ,A B中点,

由选项 A 知     42
3

f x f x    ,且有 1 2 2x x  ,        1 2 2 2
42
3

f x f x fxf x     

,A B 中点坐标为
   11 2 2, 1,

2 2 3
2f f xx xx       

  


,则直线一定过

21,
3

  
 

,故选项 D 错误.

故选:AB

题型五：高斯取整函数
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1.（黑龙江省大庆市铁人中学 2022-2023 学年高三月考数学试题）符号  x 表示不超过 x的最大整数，如

 2,3 2 ，[ ] 3  ， 2,1 3   ，定义函数    f x x x  则下列说法正确的个数是（    ）

①函数  f x 的定义域为 R

②函数  f x 的值域为 0,1

③函数  f x 是增函数

④函数  f x 是奇函数

A．1 个 B．2 个 C．3 个 D．4 个

【答案】A
【分析】

根据题中定义、增函数的性质、奇函数的性质，结合特例法进行判断即可.
【详解】

①：函数    f x x x  的定义域为全体实数，故本说法正确；

②：因为 x 表示不超过 x的最大整数，所以     1f x x x   ，因此本说法不正确；

③：因为      0 0 0 0, (1) 1 1 0f f      ，显然函数在整个实数集上不是增函数，所以本说法不正确；

④：因为    2.1 2.1 2.1 2.1 ( 3) 0.9f           ，    2.1 2.1 2.1 2.1 2 0.1f      ，

所以    2.1 2.1 0f f   ，因此本函数不是奇函数，所以本说法不正确，

故选：A
2.（广东省广州市第四中学 2021-2022 学年高三上学期月考数学试题）高斯（1777-1855）是德国著名数学

家，物理学家，天文学家，大地测量学家，近代数学奠基者之一，并享有“数学王子”之称，高斯一生的数

学成就很多，其中：设 x  R ，用  x 表示不超过 x的最大整数，则  y x 称为高斯函数，例如：  2.3 2 ，

 2.1 3   ，已知函数   22 2f x x x   ，  0,2x  ，设函数  y f x    的值域为集合D，则D中所有负整

数元素个数为（    ）

A．2 B．3 C．4 D．5
【答案】B
【分析】

根据二次函数的性质求出函数的值域，然后再进行判断即可.
【详解】

取整函数 表示不超过 的最大整数，又叫做“高斯函数”，
   ,y x x x
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函数  f x 图象的对称轴为
1
4

x  ，当  0,2x  时，易知  min

1 17
4 8

ff x     
 

 ，   17 ,4
8

f x     
，所以

 y f x    的值域  3, 2, 1,0,1,2,3D     ，故其值域中所有负整数元素为 1 ， 2 ， 3 ，个数为 3.

故选：B.
3.（百师联盟 2020-2021学年高三上学期一轮复习联考（四）全国卷 I 理科数学试题）高斯  1777 1855 是

德国著名数学家，物理学家，天文学家，大地测量学家，近代数学奠基者之一.高斯被认为是历史上最重要

的数学家之一，并享有“数学王子”之称，用其名字命名的高斯函数为：设 ,x R 用  x 表示不超过 x的最大

整数，则  y x 称为高斯函数，例如：    2.3 2, 2.1 3,    已知函数    22 2, 0,2f x x x x    .设函数

 y f x    的值域为集合D，则D中所有正整数元素个数为（    ）

A．3 B． 4 C．5 D．6
【答案】A
【分析】

先求解出二次函数    22 2, 0,2f x x x x    的值域，然后根据高斯函数的定义确定出集合D，从而D中所

有正整数元素个数可知.
【详解】

函数  f x 图象的对称轴为
1
4

x  ，

当  0,2x  时，  min

1 17
4 8

ff x     
 

 ，  2 8 2 2 4f     ，

所以   17 ,4
8

f x     
，

所以  y f x    的值域  3, 2, 1,0,1,2,3D     ，

故其值域中所有正整数元素为1,2,3个数为3，
故选：A .
4.高斯是德国著名的数学家，近代数学奠基者之一，享有“数学王子”的称号.设 x  R ，用 [ ]x 表示不超过 x的
最大整数， [ ]y x 也被称为“高斯函数”，例如：[ 3.5] 4   ，[2.1] 2 .已知函数 ( ) [ 1]f x x x   ，下列说法

中正确的是（    ）

A． ( )f x 是周期函数 B． ( )f x 的值域是[0,1]
C． ( )f x 在 (0,1)上是减函数 D． x  R ， [ ( )] 0f x 

【答案】AC
【分析】

根据[ ]x 定义将函数  f x 写成分段函数的形式，再画出函数的图象，根据图象判断函数的性质.
【详解】

由题意可知 

1, 2 1
0, 1 0

1 1,0 1
2,1 2

x
x

x x
x

    
      
  
L

，    

1 , 2 1
, 1 0

1 1 ,0 1
2 ,1 2

x x
x x

f x x x x x
x x

     
          
   
L

，

可画出函数图像，如图： 
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可得到函数  f x 是周期为 1 的函数，且值域为  0,1 ，在  0,1 上单调递减，故选项 AC 正确，B 错误；对于

D，取 1x     1 1f   ，则  1 1f     ，故 D 错误.

故选：AC．

题型六：绝对值函数

1.（2023春·湖南长沙·高二长沙一中校考阶段练习）定义  x x  R 为与 x 距离最近的整数，令函数  F x x ，

如：              
4 1 1 1 1 1 11, 2 1,
3 1 2 102 3 99

F F
F F FF F F

          
 

L则           .

【答案】19

【分析】令   *,F x k k  N ，则
1 1
2 2

k x k    ，即
2 21 1

4 4
k k x k k      ，所以

2 21k k x k k     ，满足此不等式的正整数 x 的个数有  2 2 1 1 2k k k k k      ，即   *,F x k k  N 共

有 2k 个数，由此求解即可得出答案.

【详解】令   *,F x k k  N ，则
1 1
2 2

k x k    ，即
2 21 1

2 2
k x k         

   
，即

2 21 1
4 4

k k x k k      ，

所以 2 21k k x k k     ，满足此不等式的正整数 x 的个数有  2 2 1 1 2k k k k k      ，

绝对值函数：

x y y
| | x

|
1 f x

|
f x

f x  
x

y yf x       




轴翻折， 轴翻折， =x翻折

轴翻折： 轴下方（负的）翻上去

轴翻折： 轴左侧擦除。右侧翻到左侧，成为偶函数

（1）分类讨论去掉绝对值；（2）大部分绝对值函数，可以遵循翻折变换

翻折变换：

、 （ ） （ ）

2、 （ ） （ ）
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即   *,F x k k  N 共有 2k 个数；

1k  时则有 2 个，即    1 1, 2 1F F  ；

2k  时则有 4 个，即        3 2, 4 2, 5 2, 6 2F F F F    ；

3k  时则有 6 个，即            7 3, 8 3, 9 3, 10 3, 11 3, 12 3F F F F F F      ；

9k  时则有 18 个，即      73 9, 74 9, 90 9F F F  L ，（其中 2 28.5 72.25,9.5 90.25  ）；

又 29.5 90.25 ，所以      91 10, 92 10, , 100 10F F F  L ，

其中91 100: 共有 10 个数；

所以            
1 1 1 1 1 1
1 2 102 3 99F F FF F F

     L

1 1 1 1 12 4 6 18 10 19
1 2 3 9 10

           L .

故答案为：19.

2.（2023·天津和平·统考三模）已知函数    x af x x a
x a


 


，若关于 x 的方程    2f f x  恰有三个不相等

的实数解，则实数 a的取值集合为           .

【答案】
1 ,3
3

 
 
 

【分析】分类讨论 a的不同取值，并作出 ( )f x 的图象，利用数形结合的思想，结合函数图象确定两个函数图

象的交点的个数即可求解.

【详解】    2| | |1 |x a af x x a
x a x a


   

 
，当 0a  时，    1 0f x x  ，此时    2f f x  无解，不满足题

意；

当 a<0时，设 ( )t f x ，则 ( )y f t 与 2y  的图象大致如下，

则 ( ) 2f t  对应的 2 个根为 1 2 0t a t   ，此时方程 1 2( ) , ( )f x t f x t  均无解，即方程    2f f x  无解，不

满足题意；

当 0a  时，设 ( )m f x ，则 ( )y f m 与 2y  的图象大致如下，

则则 ( ) 2f m  对应的 2 个根为 1 20 m a m   ，若方程    2f f x  恰有三个不相等的实数解，

则 1 2,y m y m  与函数 ( )y f x 的图象共有 3 个不同的交点，

①当 0 1a  时， 1y m 与函数 ( )f x 的图象共有 2 个交点，如图所示，
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所以 2y m 与函数 ( )f x 的图象只有 1 个交点，

则 2 1m  ，所以
1 2
1

a
a





，解得

1
3

a  ；②当 1a  时， 1y m 与函数 ( )f x 的图象共有 2 个交点， 

所以 2y m 与函数 ( )f x 的图象只有 1 个交点，则 2 1m  ，与 2m a 矛盾，不合题意；

③当 1a  时， 2y m 与函数 ( )f x 的图象共有 2 个交点，如图所示，

所以 1y m 与函数 ( )f x 的图象只有 1 个交点，则 1 1m  ，所以
1 2
1

a
a





，解得 3a  ；

综上， a的取值集合为
1 ,3
3

 
 
 

，故答案为: 
1 ,3
3

 
 
 

.

3.（2022·浙江·高三模拟）已知函数 ( ) ( ( 2,2))
2 | |

xf x x
x

  


，有下列结论：

① ( 2, 2)x   ，等式 ( ) ( ) 0f x f x- + = 恒成立；

② [0, )m   ，方程 | ( ) |f x m 有两个不等实根；

③ 1 2 ( 2,2)x x  、 ，若 1 2x x ，则一定有    1 2f x f x ；

④存在无数多个实数 k，使得方程 ( )f x kx 在 ( 2,2) 上有三个不同的实数根．

则其中正确结论序号为            ．

【答案】①③④
【分析】①根据函数表达式计算判断；②举反例判断；③根据函数单调性判断；④用数形结合法判断.

【详解】已知函数 ( ) ( ( 2,2))
2 | |

xf x x
x

  


，有下列结论：

对于①，因为 ( 2, 2)x   ， ( ) ( ) 0
2 | | 2 | | 2 | | 2 | |

x x x xf x f x
x x x x

 
      

    
，所以①对；

对于②，因为当 0 [0, )m    时，方程 | ( ) | 0f x  ，只有一个实根 0x  ，所以②错；

对于③，因为当 2, ]0x  （ 时，
2( ) 1

2 2
xf x

x x
  

 
，单调递增，

当 [0, 2)x  时，
2( ) 1 ,

2 2
xf x

x x
   

 
 单调递增，

所以 f x（ ）在 2,2（ ）上单调递增，

所以 1 2 ( 2,2)x x  、 ，若 1 2x x ，则一定有    1 2f x f x ，所以③对；

对于④，方程 ( )f x kx 在 ( 2,2) 上有三个不同的实数根，

即方程 2 | |
x kx

x



 在 ( 2,2) 上有三个不同的实数根，
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因为 0x  必为一根，只要方程 
1

2 | |
k

x



有两个不同的实数根，即只要

12 | |x
k

  有两个不同的实数根，

由函数图像知
1 0,2
k

（ ），即
1 ,
2

k    
 

 ，所以④对．

故答案为：①③④·

4.（2023 春·上海松江·高三上海市松江一中校考阶段练习）已知
1( ) ( )f x x a a R
x

    ，若存在

1 2 3
1, , , , [ , 2]
2nx x x x    ，使得 1 2 1( ) ( ) ( )nf x f x f x    ( )nf x 成立的最大正整数 n为 6，则 a的取值范围

为        .

【答案】
15 19 13 21[ ) ( , ]
8 10 5 8

，

【分析】由题意得
   
   

min max

min max

5

6

f x f x

f x f x

 



，分类讨论作出函数图象，求得最值解不等式组即可.

【详解】原问题等价于
   
   

min max

min max

5

6

f x f x

f x f x

 



，当 2a  时，函数图象如图

此时    min max

52
2

，f x a f x a    ，则

 

 

55 2
2
56 2
2

a a

a a

   

   


，解得：

15 19
8 10

a  ；

当
92
4

a  时，函数图象如图 此时    min max

50
2

，f x f x a   ，

则

55 0
2
56 0
2

a

a

   

   


，解得： a  ；

当
9 5
4 2

a  时，函数图象如图 此时    min max
0 2，f x f x a   ，
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则
5 0 2
6 0 2

a
a

  
   

，解得： a  ；

当
5
2

a  时，函数图象如图 此时    min max

5 2
2
，f x a f x a    ，

则

55 2
2
56 2
2

a a

a a

       


       

，解得：
13 21
5 8

a  ；综上，满足条件 a的取值范围为
15 19 13 21[ ) ( , ]
8 10 5 8

， .

故答案为：
15 19 13 21[ ) ( , ]
8 10 5 8

，

题型七：对数绝对值型

1.（2022·吉林白山·抚松县第一中学校考二模）已知函数  
4

1 , 0
log , 0
x x

f x
x x

    
，若方程  f x k 有 4 个不同

的根 1x ， 2x ， 3x ， 4x ，且 1 2 3 4x x x x   ，则  4 1 22
3 4

4 x x x
x x

  的取值范围是（    ）

A． 4 2,6
 B． 2, 4 2

 C． 2, 4 2
 D． 4 2,9 

 
【答案】D

【分析】作出函数 ( )y f x 与 y k 的图像，得到 1 2,x x 关于 = 1x  对称， 3 4 1x x  化简条件，利用对勾函数的

性质可求解.
【详解】作函数 ( )y f x 与 y k 的图像如下：

对数绝对值型函数

对于 ， 若有两个零点，则满足

1.

2.
3.要注意上述结论在对称轴作用下的“变与不变”

af x =|log x |（ ） a| log x | =a

1 20 x 1 x  

1 2x x =1
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