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摘 要

理想的机器学习范式需要从“完美"的数据中学习，它们通常被假设是合适

数量的向量。然而，现实世界中的数据以海量、流式、在线、分布式和受污染数

据等不受欢迎的形式出现。这些问题相互叠加。雪上加霜。

在本文中，我们研究了海量受污染数据的问题。我们首先考虑数据的大规模

性。处理海量数据的一个自然想法是对其进行压缩。我们在这里采用的关键概念

是核心集，它是原始数据集的加权子集，对于任意模型参数都能近似目标函数

的值。然而研究表明，保证全局近似的传统核心集需要相当大的采样复杂度一
逻辑回归这种简单的线性模型也至少需要1)(n／polylog(n))的样本量(Mai et a1．，

2021)。近年来研究者们提出了局部核心集(Dhag et a1．，2020；Huang et a1．，2021)，

它仅对一个范数球内的模型参数逼近目标函数值。研究表明局部核心集的采样

复杂度可以减小到O(polylog(n))，所以本文也采用局部核心集概念。

然后我们考虑数据受到污染的问题。特别地。我们从概率分布的角度来看这

个问题．I受污染分布和真实分布之间的Wasserstein距离是一个有界正数，这种

情况对应着当前备受关注的数据分布偏移现象。在数据分布偏移的情况下训练

机器学习模型可以被形式化为Wasserstein分布鲁棒优化(WDRO)问题。对于大

规模数据，解决WDRO问题的现有方法计算成本很高，这给了我们研究WDRO

问题的核心集的动机。由于WDRO具有难解性，WDRO的局部核心集构造是很

困难的。为了解决这个问题．我们利用了WDR0的强对偶性并定义了“对偶核

心集”，它比局部核心集要容易研究。为了构建对偶核心集。我们提出了一种特别

适用于WDRO对偶形式的网格采样方法。为了给我们的方法提供理论依据，我

们在一些温和的假设下证明了对偶核心集也是合格的局部核心集。我们实现了

提出的核心集算法并验证了它的有效性。

关键词：核心集：Wasserstein分布鲁棒优化；大规模优化；采样
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第1章绪 论

第1章绪 论

1．1 研究背景

近年来，基于机器学习的人工智能开始冲击各个行业，对人类社会的发展产

生不可磨灭的推动作用。一般来说，机器学习模型的训练依赖于收集到的数据。

如今，每天都有海量的数据在产生，数据产生和收集的形式也日渐多样化：在线

数据，流数据，分布式数据，关系性数据，受污染数据⋯⋯在海量的各种形式

的数据上有效训练高质量机器学习模型已成为人工智能技术落地过程中亟需解

决的一个问题。

在理论计算机和计算几何领域，核心集(Feldman，2020)是一种比较流行的

用来处理大数据的方法。核心集是一种高度压缩的数据表示，可以被用来加速优

化问题的求解。传统的核心集一般被用于加速几何优化问题求解，其中最具有代

表性的是聚类问题：在一个小规模的核心集上计算得到的聚类中心也能将大规

模数据集较好地划分成数个簇。核心集由于具有可合并性和可分解性，所以也能

够用于处理流数抿在线数据和分布式数据的聚类问题。近年来，核心集方法还

被扩展到含离群点数据，关系性数据等场景。如今的核心集方法几乎可以在各种

场景下帮助求解聚类等几何优化问题。

近年来研究者们开始考虑一些简单机器学习模型(比如逻辑回归，厶回归

等)的传统核心集理论，并且给出了一些初步结果；关于一般机器学习模型的传

统核心集理论的研究目前还比较稀缺。也有研究者从其他角度出发重新定义了

机器学习模型的核心集，这种根据机器学习问题本身性质重新定义的核心集可

能会比传统核心集更加适配模型训练。

鲁棒性是机器学习模型落地的关键。然而研究表明，对输入样本加上一个微

小的对抗扰动，能够让一个训练好的机器学习模型的输出发生巨大变化(Szegedy

et a1．，2014)。即使不对模型的输入样本刻意添加攻击，当模型面对更“难”的测试

样本或者是测试样本随时间发生了演变，深度模型可能也会发生性能骤降(Recht

et a1．，2019)。因此学者们提出了一些训练鲁棒机器学习模型的范式，比如对抗训

练(iac埘et a1．，2018)，重要性加权训练(Sugiyama ct a1．，2007)，鲁棒优化(Ben-Tal

et a1．，2009；Sinha et a1．，2018)等。然而这些鲁棒训练范式几乎都会让模型训练变

得更加消耗计算资源。比如对抗训I练通常比标准训练多花数倍乃至数十倍的时

间。

本文从理论上研究了Wasserstein分布鲁棒优化问题的核心集。Wasserstein

分布鲁棒优化是鲁棒优化的一种，它对应了一种在数据分布受到扰动的场景下

的模型训练。另外，我们还通过实验对提出的方法进行了验证。
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第1章绪 论

1．2研究现状

这一章我们介绍大规模鲁棒机器学习相关的研究现状。

1 12．1核心集

核心集的概念最早由Ag跏al et a1．(2004)在研究几何形状包含问题时提出
(他们当时称之为}核)。同时他们在Bentley et a1．(1980)的启发下，提出了一种支

持在流数据场景下动态向核心集插入新数据的树状数据结构。可见核心集在诞

生的时候，就已经显示了能在多种数据场景下处理大数据问题的潜力。

核心集的构建方法有非常多种，最简单的是基于均匀采样的核心集。在现实

中。这种简单的方法对于有离群点的聚类等问题出乎意料地有效。这一点后来

由Li et a1．(2001)；Ding et ai．(2019)给出了理论上的佐证，他们的分析依赖于问

题的“低伪维度”性质。从方差缩减采样的角度，Feldman et a1．(201 1)提出了用

重要性采样来构建核心集的理论框架。重要性采样首先根据目标函数计算出每

个数据的重要性分数，进而得到采样的概率分布。可以证明，重要性采样通常有

着比均匀采样更低的理论采样复杂度，不过它也依赖于问题的低伪维度。Chen

(2009)提出了一种不依赖于伪维度的方差缩减采样方法：分层采样方法。这种方

法一般先将数据按照某种指标分成数个环，然后在每个环内部进行均匀采样并

调整权重。以上方法都是随机算法，一种确定性的构建核心集的方法是贪心选择

(Badoiu et a1．，2003)，这种方法每一轮迭代都会贪心地并入对当前核心集提升最

大的点，对于特定问题这种方法构造的核心集的规模很小，但是构造所需的计算

开销通常很大。

近年来研究者开始把核心集技术推广至机器学习领域。由于机器学习模型

的优化通常是基于梯度的，所咖m陇峪0leinl锄et a1．(2020)提出了一种近似全梯

度的核心集。类似地，Pooladzandi et a1．(2022)提出了动态近似全Hessian矩阵和

梯度乘积的核心集，用来加速二阶优化方法。这些核心集的构建都可以转化为一

个可以用贪心算法求解的子模优化问题。但是算法性能的分析依赖于目标函数

的凸性。为了构建深度神经网络的核心集，有研究者提出了一种新的角度一将核

心集构建问题看作双层优化的过程(Borsos et a1．，2020；Zhou et a1．，2022)：内层优

化求解在给定核心集上的最优模型，外层优化则是找到最优核心集权重系数使

得对应最优模型在全数据集上损失最小。

1．2．2鲁棒机器学习杨谍
鲁棒性是机器学习模型落地的关键，也有一些学者研究鲁棒优化问题的核心

集。Mirzasoleiman et a1．(2020)设计了一种核心集构建算法来低秩逼近神经网络

的Jaeobian矩阵，进而实现对抗标签噪声的鲁棒训练。离群点鲁棒聚类的核心集

2
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第1章绪 论

是一个被广泛研究的经典问题(Ding et a1．，2019；Feldman et a1．，2012；Huang et a1．，

2018)，对于一般的离群点鲁棒连续有界优化问题，Wang et a1．(2021)提出了一种

动态核心集框架。对抗训练是神经网络获得对抗鲁棒性的主要方式(Goodfenow

et a1．，2015)，但是对抗训练需要对每个训练数据都计算对应的对抗样本，所以可

能需要花数倍于普通训练的时间。如何有选择性地对训练数据计算对抗样本，或

者说，如何构建对抗鲁棒的核心集会是未来的一个比较有价值的研究问题o

1．2．3其他数据压缩方法

矩阵稀疏化的Sketch方法(Phillips，2016)是另一类数据压缩方法。与核心

集不同，sb劬并不要求压缩得到的数据必须是原数据集的子集，可以是原数据

的线性组合。在机器学习中，Sketch通常被用于(正则化或者无正则化)线性回归

中(Avron et a1．，2017；Chowdhnry ot a1．，2018)o特别地，sketch方法经常被用于设

备存储容量受限的流数据以及在线数据场景(Cohen ot a1．，2020；Shi ct a1．，2021)o

另外一种值得注意的数据压缩方法是降维(Dimensionality Reduction)o之前

介绍的sketch和核心集都是减小数据的数量n．而降维方法则是用来减小数据

维度d．最著名的确定性降维方法应该是主成分分析(Principal Component Analy-

sis)motelling，1933)，它可以将数据集正交投影至一个低维子空间中，使得投影平

方误差最小①o事实上，这个低维子空间由n×d的数据矩阵的右奇异向量张成，

所以计算降维后的矩阵需要计算数据矩阵的奇异值分解(Singular Value Decom-

position)，其时间复杂度为O(n3+dn2)∞et a1．，2019)o基于随机投影(Random

Projection)的不确定性降维方法更适合大数据场景。其中最有名的方法是John-

son-Lindenstrauss OL)变换(Dasgupta et a1．，2003)o几变换的投影矩阵是随机高

斯矩阵。因而可以比较方便地随机生成o

1．3主要研究内容

核心集方法在几何优化问题中表现得很好，但是总体上在机器学习领域的

理论研究和应用还相对较少。已有的研究表明，传统核心集很难扩展到机器学

习领域。为了解决这个问题，近年来研究者们提出了一些“改良’版本的核心集

的定义，特别地，我们采用了局部核心集。过去的鲁棒机器学习局部核心集研

究聚焦于对离群点鲁棒，然而其他类型的数据污染则考虑得比较少。本文主要

考虑了当前备受关注的数据污染场景：数据分布偏移(Quinonero．Candela et a1．，

2008)。具体地，我们研究了Wasserstein分布鲁棒优化(WDRO)的局部核心集理

论o WDRO是一种对抗数据分布扰动的优化框架。这种框架假设数据分布扰动

0投影平方误差最小和投影点集的方差最大这两种叙述是等价的。

3
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第1章绪 论

的Wasserstein距离不超过某个阈值叮．事实上．这种假设可以涵盖非常多的数据

扰动情况，包括最常见的逐点欧式距离扰动。本文贡献如下：

(1)提出对偶核心集

因为WDRO问题本身具有难解性，我们发现直接研究WDRO的局部核心集

是很困难的。为了解决这个问题。我们先利用WDRO的强对偶性定义了对偶核

心集，它比局部核心集要更容易研究。为了给我们的方法提供理论保障，我们在

一些温和的假设下证明了对偶杨心集也是合格的局部核心集。据我们所知，这是

首个分布鲁棒优化的核心集方法o

(2)给出构造对偶核心集的算法框架

为了构建对偶核心集，我们提出了一种特别适用于WDRO对偶形式的网格

采样算法，并且分析了它的理论采样复杂度上界。这种网格采样算法是分层采样

算法的推广，在保持和分层采样一样高效的同时，又能够适配更一般的机器学习

模型的分布鲁棒训练。

1．4论文组织结构

本文共分为六个章节，组织结构如下：

第一章是绪论，介绍了论文的研究背景，意义，现状和主要内容。

第二章详细介绍了核心集以及分布鲁棒优化的背景知识和主要相关研究工

作。

第三章提出了WDRO问题的对偶核心集并从理论上证明了它的有效性。

第四章给出了一个构建对偶核心集的分层采样算法并从理论上分析了它的

采样复杂度。

第五章给出了对偶核心集的具体应用。并在这些应用任务上做了实验验证

对偶核心集算法的有效性。

第六章总结了全文。
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第2章背景知识和相关工作

这一章我们详细介绍核心集以及鲁棒优化相关的研究内容和已有工作。

2．1核心集

假设输入数据集晶={P1,p2，．．．，Pn)来自数据空间P∈Rd，我们要求解的

优化问题如下：

吨￡魄，$， (2．1)SES⋯’ ’ ’

其中S是可行域，C是损失函数并且可以接受带权重数据集合输入。

如果输入数据集的规模n太大会导致优化问题(2．1)的求解变得低效，我

们可以先构建一个昂的核心集。

定义2．1晦核心莉．对于一个由数据集，损失函数以及可行域组成的三元组

假，名，S)，它的}核心集是一个非负稀疏权重向量W=【w1，屹⋯．，％】，使得
对应的加权集合p满足

￡假，劝∈(1±g)·c假，回，VS∈s． (2．2)

注2．2．由于在给定昂之后，权重向量w和对应的加权子集磊是等价的，所以

在本文中我们有时候也称加权子集扇为核心集。

在近似算法领域，人们通常用近似比衡量一个解S的质量。

定义2．3(昏近似解)．我们称&∈s是优化问题但．"的一个口．近似解，或者说

口≥1是解&的近似比，如果

正假，&)≤口。恕￡假，s)· (2·3)

不难发现，对核心集磊优化关于s的损失函数乞假，s)也能产生出一个高

质量的解。具体地，我们有如下论断。

论断2．4(核心集的有效性)．如果雪是手核心集磊上的优化问题

II血￡假，s) (2．4)
SeS

’’’

的口-近似解，那么s也是原问题f2．JJ的一个@·兰)．近似解。
研究表明，在机器学习领域中保证全局近似的传统核心集需要相当大的采

样复杂度一逻辑回归这种简单的线性模型也至少需要l'l(n／polylog(n))数量的
样本∞ai et a1．，202])。为了解决这个问题，研究者们提出了局部核心集(Ding
Ct a1．，2020；Huang et a1．，2021)。为了描述局部核心集的概念，我们假设可行域S

被赋予度量，并记S中以S为球心，R为半径的度量球为勇@，R)．
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定义2．5(局部E-核心集)．对于一个由数据集，损失函数以及可行域组成的三元

组慨，￡，S)，给定R>0，％。∈S，它的局部E．核心集是一个非负稀疏权重向量

W=[Wl，12)2⋯．，Ⅲ，l】，使得对应的加权集合磊满足

￡假，s)∈(1±E)·￡暇，s)，Vs∈劣(&w，R)． (2．5)

不难发现，局部核心集就是将核心集的全局近似要求放松到有界度量球内

近似。研究显示局部核心集的采样复杂度可以缩减至O(polylog(n))(Ding et a1．，

2020；Huang et a1．，2021)o

2．1．1重要性采样

重要性采样(Langberg et a1．，2010)最早是一种用来计算蒙特卡洛积分的方

法，通翅选取合适的重要性函数作为采样密度，这种方法能够有效减小计算的方

差。Feldman et a1．(201 1)用重要性采样来构建聚类问题的核心集，他们的方法被

称为Feldman．Langberg框架，并不断被后来的学者研究改进和推广(Braverman

et a1．，2016；Huang et a1．，2020；Ttlkan et a1．，2020)。在具体介绍Fe／dman·Langberg

框架之前，我们给出有限和损失函数的定义。

定义2．6(有限和形式的损失函数)．我们称损失函数￡慨，$具有有限和形式，如

果它可以分解为某个损失函数e(p，S)的加权求和：

￡暇，s)=∑to(p)·矽(p，s)， (2．6)
p∈Pn

这里硼(p)是P在晶中的权重。

我们总结由Braverman et a1．(2016)改进的Feldman．Langberg框架如下：

1．估计敏感度函数的一个上界叮：昂-÷爬使得以p)≥跚Pscs夏兰等‰；
2．计算t：=∑p∈^烈p)，令p被选中的概率为a(p)／t，进行独立同分布采样

获得集合D，并对每个p∈D赋权重Ⅲ(p)=丽t ；

3．输出磊=D为核心集。

为了给出这种方法的采样复杂度，我们介绍三元组(p，矽，S)的VC维：

定义2．7(vc鹳．对于三元组(p，矽，s)，S∈s以及r≥0，我们定义

ranges(S，r)=(P∈p l e(p，s)≤r)，

那么妒，锣，S)的VC维dvc是满足如下式的最大子集Q c P的大小：

IfQ n ranges(S，r)I S∈s，r≥o)l=21QI．

Braverman et a1．(2016)给出了一个Feldman．Langberg框架的采样复杂度上

界如下：
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定理2．8(∞raverman et a1．，2016))．令g，6∈(0'1／2),k≥1且z≥1，如果采样复

杂度IDI=0(三(dvc·logt+logO／8)))，其中dvc为(p，护，s)的VC维，t为总敏

感度的一个上界，那么以至少1一占的概率，上述Feldman-Langberg框架输出的

磊为优化问题f2．J)的一个乒核心集。
重要性采样方法的采样复杂度依赖于问题的VC维，而现实问题的VC维可

能非常高，并且难以估计。比如Bartlett ct a1．(2019)给出了Rclu激活函数的神经

网络的VC维的上下界为cWLlog(W／L)≤dvc≤C·WLlog(WL)，这里Ⅳ是网

络的总参数量，L是网络的深度，c和C是两个常数。

值得注意的是，重要性采样方法的采样复杂度不仅依赖于问题的VC维，还

依赖于对敏感度上界的精确估计。敏感度估计要求的技术性比较强，不同的损

失函数可能需要不同的理论工具。Muntaanu et a1．(2018)研究了逻辑回归的敏感

度函数并提出了一种数据依赖的复杂度度量：／z-复杂度。他们用p复杂度给出

了逻辑回归的敏感度函数上界估计，如果使用他们的估计，重要性采样构建的

逻辑回归核心集的采样复杂度为0(等d3 l092(pnd)l092 n(109 logn)4)，这个结果
后来被Mai ct a1．(2021)改进至D f掣1．值得注意的是可以人为构造数据集的使
得它的Ⅳ．复杂度任意大，而目前还不确定现实数据集是否大多具有低∥．复杂度o

Tukan et a1．(2020)把SVD分解从矩阵推广至函数，得到了被称作f-sw的工具，
并且证明了对于一类“近凸”损失函数．厂，可以通过f-sw分解获得它的一个敏
感度上界t=丝+cc．垒2 m缸fnl-Z，1}aZd，这里c，c1，c2，％z是描述“近凸”损失函

数需要的因子。特别地，对于岛．正则化逻辑回归，t=O(d3／元)，总采样复杂度

为o(d-警-(d log(d3／'n)+109(1／8)))．

2．1．2分层采样

Chen(2009)给出了一种使用分层采样构建k-median和k-means聚类核心集

的方法。在介绍他的方法之前，我们先给出一般度量空间中这两种b聚类问题

的定义。

定义2．9(k-median／means聚类)．假设P被赋予度量dist(·，·)成为一个完备度量空

间，对有限集合S c P和P∈n我们定义dist(p，劝为p到S中最近点的距离。

那么我们可以定义(k，力-聚类的为损失函数

cz假，s)：=∑w(p)·dis：(p，劝． (2．7)
p∈％

给定f加权J数据集合晶，(kZ)-聚类是找到一个包含k个点的聚类中心集合S c

pn最小化￡互蹶，Js)的值。特别地，这个问题在z=1时被称为k-median聚类，

z=2时被称为k-means聚类。

高维欧式空间下的k-median／means聚类精确求解是非常困难的。事实上，对
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