
              第四章

常微分方程数值解法



n 本章研究常微分方程初值问题

                                   (1)

的数值解法. 这里假定f(x, y)满足解的存在唯一

性定理及相当光滑等条件，从而(1)有唯一解
y(x). 



n  本章的数值解法，它不是求方程的解
y(x)的解析表达式或近似表达式，而是直
接求一系列离散点上的解值y(xi) 的近似
值yi. 利用计算机解微分方程主要使用数

值方法. 



n 取一系列点

           x0,          x1,       …,      xn , …
         y(x0)=y0 , y(x1)y1 , … , y(xn)yn , …
     y0 , y1 , … , yn , …称为数值解．
     h= xn – xn-1称为步长．



数值解法

n 利用离散化方法将问题(1)转化为关于离

 散量的相应问题，相应问题的解yn作为

  y(xn)的近似结果.

n 常用离散化方法：数值微分，数值积分

，Taylor展开等.

n 问题(1)可以有很多种数值解法，可以建
立许多数值公式. 



Euler折线法与改进的Euler

法 



n 问题 (1)等价于

n 假设解y(x)在点xn上的函数值y(xn),那么有

n 用不同的近似公式计算此式中的定积分值,就
得到解初值问题的不同数值解法.



Eul er法 

n 用矩形求积公式计算

n 　有 y(x1)y(x0)+hf(x0,y(x0))= 
y0+hf(x0,y0)= y1

n      y(x2)y(x1)+hf(x1,y(x1))  
y1+hf(x1,y1)= y2

n           …   … 
n  y(xn)y(xn-1)+hf(xn-1,y(xn-1))yn-

1+hf(xn-1,yn-1)=yn 　

n  y(xn+1)y(xn)+hf(xn,y(xn))yn+hf(xn,yn)
=yn+1

n               …  … 
n 〔n=0,1,2,…〕

n 称此方法为 折线法或矩形法．



改进的Euler法〔梯形法〕 

n 用梯形求积公式计算积分得

n                                                                                              
(3)

n     这个方法称为改进的Euler法或梯形法

n 运用它常采用下面的迭代格式



 

下面讨论{yn+1
(k) } 的收敛性.由于 f(x, y)满足解的存在唯一

性定理的条件，从而

只要hL/2<1, {yn+1
(k) } 就收敛，设                       

，

当k时，等式两边取极限有

因此只要h足够小，就能保证{yn+1
(k) }收敛于 (3)中的yn+1



Euler预报—校正公式
n 假设改进的Euler方法只迭代一次，便得Euler

预报-校正公式



Euler预报—校正公式
n Euler预报-校正公式也可写成形式



n 局部截断误差

n    设yn=y(xn)，那么称y(xn+1)-yn+1为
方法的局部截断误差. 

n 方法的阶数

n   假设数值方法的局部截断误差为
O(hp+1)，那么称这种方法为p阶方法，
这里p为非负整数. 



n 由泰勒展开式知

n 设yn=y(xn)

n 设对于Euler法

　
yn+1=yn+hf(xn,yn)=y(xn)+hf(xn,y(xn))=y(xn)+hy'(x

n) 

                   y(xn+1)-yn+1=O(h2)

当h0时，y(xn+1)-yn+1是h2的同阶无穷小



Euler公式

　      yn+1=yn+hf(xn,yn) 〔n=0,1,2,…
〕 

它是显格式，该方法的局部截断误差为
O(h2) ，是一阶方法. 



n 对于Euler预报-校正公式，利用泰勒展开式

n k1=hf(xn,yn)=hf(xn,y(xn))=hy'(xn) 



                 y(xn+1)-yn+1=O(h3)

当h0时，y(xn+1)-yn+1是h3的同阶无穷小.



Euler预报—校正公式

n  

n 局部截断误差为O(h3)，是二阶方法.



n 单步法：假设求yn+1 ，只需利用它前一
步的

n    信息yn ，那么称这种方法为单步法。
它由

n      y0出发，可求得y1 ，y2， y3 …
n 多步法：假设求yn+1 ，需利用它前面至
少两个点的息，那么称这种方法为多步
法.

n Euler折线法， Euler预报—校正公式， 
Runge-Kutta方法是单步法; Adams外推法，
Adams内插法是多步法.



Runge-Kutta方法



n Taylor展开式

n 理论上讲，只要解y(x)充分光滑，通过保存Taylor展开式的假设
干项就可得到任意阶的近似公式，但计算y(x)的各阶导数很麻烦
。可间接利用这种思想．



n Euler法也可写成形式

n 其局部截断误差为O(h2) ，是一阶方法.每步计
算f的值一次．



n Euler预报-校正公式也可写成形式

n 局部截断误差为O(h3)，是二阶方法．每步计
算f的值二次．

n 可以通过增加计算f的值的次数，提高公式的
阶数〔精度〕 ．



n 以f在不同点上的函数值的线性组合来代
替yn+1 –yn，其中有一些可待定选取的
待定参数，通过Taylor展开式确定这些待
定参数使建立的数值方法按要求到达一
定的阶数，这种思想就是Runge-Kutta方
法的思想．



二阶Runge-Kutta公式

n 一般形式

　

    其中R1, R2, a, b为待定常数．

    其局部截断误差为O(h3)，是二阶方法．每
步计算f的值二次．



n 设yn=y(xn)

 k1=hf(xn,yn)=hf(xn,y(xn))

把k2中f在(xn,y(xn))处泰勒展开



 

n 再将k1,k2代入yn+1中，

n 将其与y(xn+1)泰勒展开式比较，要使
y(xn+1)-yn+1=O(h3)，含h0, h1, h2的项相同
．即有
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