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习题 

 1. 列出关系 }6|{   dcbadcbadcba 且，，，，，， Z 中所有有序

4 元组。 

 解 }6|{   dcbadcbadcba 且，，，，，， Z  

,2,1,3,1,3,1,2,1,2,3,1,1,3,2,1,1,1,1,1,6,1,1,6,1,1,6,1,1,6,1,1,1{   

 2,1,1,3,3,1,1,2,1,2,1,3,1,3,1,2,1,1,2,3,1,1,3,2,1,2,3,1,1,3,2,1  

 

2. 列出二维表所表示的多元关系中所有 5 元组。假设不增加新的 5 元组，

找出二维表所有的主键码。 

表 航班信息 

航空公司 航班 登机口 目的地 起飞时间 

Nadir 112 34 底特律 08:10 

Acme 221 22 丹佛 08:17 

Acme 122 33 安克雷奇 08:22 

Acme 323 34 檀香山 08:30 

Nadir 199 13 底特律 08:47 

Acme 222 22 丹佛 09:10 

Nadir 322 34 底特律 09:44 

 解 略 

3. 当施用投影运算 5,3,2


到有序 5元组  dcba ，，， 时你能得到什么？ 

 

 

 解 略 

4. 哪个投影运算用于除去一个 6元组的第一、第二和第四个分量？ 

 

 

 解 略 

 5. 给出分别施用投影运算 4,2,1


和选择运算 Nadir航空公司＝


到二维表以后得到

的表。 

 解     对航班信息二维表进行投影运算 5,3,2


后得到

的二维表 

航班 登机口 起飞时间 

112 34 08:10 

221 22 08:17 
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122 33 08:22 

323 34 08:30 

199 13 08:47 

222 22 09:10 

322 34 09:44 

 

对航班信息二维表进行选择运算 Nadir航空公司＝


后得到的二维表  

航空公司 航班 登机口 目的地 起飞时间 

Nadir 112 34 底特律 08:10 

Nadir 199 13 底特律 08:47 

Nadir 322 34 底特律 09:44 

 

6. 把连接运算 3
J 用到 5元组二维表和 8元组二维表后所得二维表中有序多

元组有多少个分量？ 

 

 

 解 略 

7. 构造把连接运算 2
J 用到二维表和二维表所得到的二维表。 

表 零件供应商      表 零件数量和颜

色代码 

供货商 零件号 项目  零件号 项目 数量 颜色代

码 

23 1092 1  1001 1 14 8 

23 1101 3  1092 1 2 2 

23 9048 4  1101 3 1 1 

31 4975 3  3477 2 25 2 

31 3477 2  4975 3 6 2 

32 6984 4  6984 4 10 1 

32 9191 2  9048 4 12 2 

33 1001 1  9191 2 80 4 

解       零件供应商二维表与零件数量和颜色代码二维表连接运算 2
J 结果 

供货商 零件号 项目 数量 颜色代码 

33 1001 1 14 8 

23 1092 1 2 2 
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23 1101 3 1 1 

31 3477 2 25 2 

31 4975 3 6 2 

32 6984 4 10 1 

23 9048 4 12 2 

32 9191 2 80 4 

 
第 4章：群、环、域 

  

习题 

 1. 判断下列集合对所给的二元运算是否封闭。 

 （1）集合 }|{ ZZ  zznn 关于普通加法和普通乘法运算，其中n是正

整数。 

（2）集合 }12|{  ZnnxxS ， 关于普通加法和普通乘法运算。 

（3）集合 }10{ ，S 关于普通加法和普通乘法运算。 

（4）集合 }2|{  ZnxxS n， 关于普通加法和普通乘法运算。 

（5）n阶 )2( n 实可逆矩阵集合 )(̂R
n

M
关于矩阵加法和矩阵乘法运算。 

对于封闭的二元运算，判断它们是否满足交换律、结合律和分配律，并在

存在的情况下求出它们的单位元、零元和所有可逆元素的逆元。 
 解  略 

 2. 判断下列集合对所给的二元运算是否封闭。 

 （1）正实数集合 R 和*运算，其中*运算定义为： 

babababa  ，， R  

 （2） 2}{
21

 naaaA
n
，，，，  。*运算定义为： 

bbaAba  ，，  

对于封闭的二元运算，判断它们是否满足交换律、结合律和等幂律，并在存在

的情况下求出它们的单位元、零元和所有可逆元素的逆元。 

 解 （1）不封闭，例如：  75.05.05.05.05.05.05.0 R  

 （2）封闭。 

 不满足交换律： ababbaAba  ，, bba  aab   

满足结合律： Aba  , ccbcba )( ， ccacba  )(  

满足等幂律： Aa  aaa   

n
aaa ，，， 

21 都是左单位元，但无右单位元。  

n
aaa ，，， 

21 都是右零元，但无左零元。  

因为无单位元，所以无逆元。  
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3. 设 QQS ，这里Q是有理数集合，*为 S 上的二元运算，

Syxvu  ，，， ， 
 vuyuxyxvu ，＝，，  

 （1）*运算在 S 上是否可交换、可结合是否为等幂的  

 （2）*运算是否有单位元、零元？如果有，请指出，并求 S 中所有可逆

元素的逆元。 

 （3）*运算在 S 上是否满足消去律？  

 

 

 解  略 

4. R为实数集合，定义以下六个函数 61
ff ，， 。 R yx， 有 

yxyxf  )(
1

，     

 yxyxf  )(
2

，  
||)(

3
yxyxf  ，     xyyxf  )(

4
，  

)min()(
5

yxyxf ，，     )max()(
6

yxyxf ，，   

（1）指出哪些函数是R上的二元运算。 

（2）若是R上的二元运算，说明是否是可交换的、可结合的、等幂的？ 

 

 

（3）若是R上的二元运算，在存在的情况下求出单位元、零元以及每个可

逆元素的逆元。 

 （4）若是R上的二元运算，说明是否满足消去律。 
 解  略 

5. 设 }1021{ ，，， G ，问下面定义的运算*在G 上是否封闭对于封闭的二

元运算，请说明运算是否满足交换律、结合律，并并在存在的情况下求出运算

的单位元、零元和所有可逆元素的逆元。 

 （1） )( yxyx ，gcd ， )( yx，gcd 表示 x与 y 的最大公因数。  

 （2） )( yxyx ，lcm ， )( yx，lcm 表示 x与 y 的最小公倍数。  

 （3） yx 大于等于 x和 y 的最小整数。 

 （4） yx 质数 p 的个数，其中 ypx  。 
 解  （1）封闭。满足交换律，满足结合律，满足等幂律。无单位元， 1

是零元。因为无单位元，所以无逆元。  

（2）不封闭，例如： 15)53(53  ，lcm G  

（3）封闭。满足交换律，满足结合律，满足等幂律。 1是单位元，10 是零

元。1的逆元为 1，其他无逆元。  
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（4）封闭。不满足交换律，不满足结合律，不满足等幂律。无单位元，无

零元。因为无单位元，所以无逆元 

 

§  半群与群 

习题 

1. 设G 是所有形如 










00
1211

aa

 

的矩阵组成的集合， *表示矩阵乘法。试问  ，G 是半群吗是有么半群吗这

里 1211
aa 、 是实数。 

解 任取G 中的 2个元素 A









00
1211

aa

、 B









00
1211

bb

、 

∵  BA









00
1211

aa











00
1211

bb

＝









00
12111111

baba

G  

∴   ，G 是一个代数系统。且因为矩阵的乘法满足结合律，所以

 ，G 是半群。 

又因为，只要 11
a ＝1，则 

BA









00
1211

aa

*









00
1211

bb

＝









00
12111111

baba

＝









00
1211

bb

B  

对任何的 GB 成立，即









00

1
12

a

是左单位元（不论 12
a 取什么值）。但右单位

元不存在，因为不论 11
b ， 12

b 取什么值， 

 BA









00
1211

aa











00
1211

bb

＝









00
12111111

baba

＝









00
1111

aa

B  

不可能对任何的 GA 成立。 

所以单位元不存在（事实上，若单位元存在，则左、右单位元都存在且相

等还唯一），所以  ，G 不是有么半群。 
 

2. 在正实数集合 R 上定义运算*如下 

ab
baba





1  

试问  ，R 是半群吗是有么半群吗   
 解 略 

 3. 在自然数集合 N上定义运算和如下： 

}max{ baba ， ，   }min{ baba ，  

试问  ，N 和  ，N 是半群吗是有么半群吗  



7 

 解 略 

4. 设  ，G 是半群，它有一个左零元，令 
}|{ GxxG  

  

证明  ，


G 构成半群。 
 解 略 

5. 在一个多于一个元素的有么半群中，证明一个右零元不可能有右逆元。 

 解 略 

6. 设G 是一个多于一个元素的集合， GG 是G 上所有函数组成的集合，证明

有么半群  ，GG 有多于一个的右零元，但没有左零元。这里表示复合运

算。 

 解 略 

7. 设Z为整数集合，在Z上定义二元运算如下： 

Z yxyxyx ，，2  

问Z关于运算能否构成群为什么 
 解 略 

8. }0|)({ R baabaxxfG ，， ，证明  ，G 是群，这里是复合运

算。 
 解 略 

9. 设 )}1/(/)1()1/(11/1{  rrrrrrrrG ，，，，， ，证明  ，G 是群，

这里，运算 ba  表示将b 代换到 a中 r 所在位置。 
 解 略 

10. 设 }10|{ ， xxxA R 。在 A上定义六个函数如下： 
xxf )(

1         1
2

)( xxf  

   
xxf 1)(

3        1
4

)1()(  xxf

  
1

5
)1()(  xxxf      1

6
)1()(  xxxf  

令G 为这六个函数构成的集合， 是复合运算。 

 （1）给出  ，G 的运算表。    （2）验证

 ，G 是群。 

 解 （1）  ，G 的运算表如下： 

 1
f  2

f  3
f  4

f  5
f  6

f  

1
f  1

f  2
f  3

f  4
f  5

f  6
f  

2
f  2

f  1
f  5

f  6
f  3

f  4
f  

3
f  3

f  6
f  1

f  5
f  4

f  2
f  

4
f  4

f  5
f  6

f  1
f  2

f  3
f  
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5
f  5

f  4
f  2

f  3
f  6

f  1
f  

6
f  6

f  3
f  4

f  2
f  1

f  5
f  

 

（2）从上运算表可以看出，运算具有封闭性，满足结合律，单位元为 1
f ，每个

元都有逆元，所以  ，G 构成群。 
 

11. 在群  ，R 中计算下列元素的幂： 

?5.0 2          ?5.0 10 

  

?5.0 0          ?4 2 

   

?410         ?4 0   

解  15.0 2          55.0 10 

  

05.0 0         44 2   

  

20410         04 0   
 

12  在群  ，G 中，证明 

 nmnm xxx  ， nmnm xx )( ， Z nm，  

 解 略 

13. 设 }654321{ ，，，，，G ，对于G 上的二元运算“模7乘法 7
”： 

)7)(mod(
7

jiji   


7
，G 构成群。请 

（1）给出 
7

，G 的运算表。   （2）验证 
7

，G 构

成群。 

（3）给出每个元的次数。 
 解 略 

14. 设 }14131187421{ ，，，，，，，G ，对于G 上的二元运算“模15乘法

15
 ”： 

)15)(mod(
15

jiji   

请 

（1）给出 
15

，G 的运算表。   （2）验证 
15

，G 构

成群。 

（3）给出每个元的次数。  
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 解 （1）  ，G 的运算表如下： 

15
  1 2 4 7 8 11 13 14 

1 1 2 4 7 8 11 13 14 

2 2 4 8 14 1 7 11 13 

4 4 8 1 13 2 14 7 11 

7 7 14 13 4 11 2 1 8 

8 8 1 2 11 4 13 14 7 

11 11 7 14 2 13 1 8 4 

13 13 11 7 1 14 8 4 2 

14 14 13 11 8 7 4 2 1 

 
（2）从上运算表可以看出，运算具有封闭性，满足结合律，单位元为“1”，

每个元都有逆元（元素 14131187421 ，，，，，，， 的逆元分别是：1，8，4，13，

2，11，7，14），所以 
15

，G 构成群。 

（3）元素 14131187421 ，，，，，，， 的次数分别是：1，4，2，4，4，2，4，

2。 

 

习题 

1. 设  ，G 是群，若 Gx 有 ex 2 ，证明  ，G 为交换群。 

解 略 

 2. 设  ，G 是群，证明G 是交换群的充分必要条件是 Gba ， 有
222)( baba  。 

解 必要性：如果G 是交换群， Gba ， 有 222)( baba  是显然的。 

充分性：根据 222)( baba  得 bbaababa  ，再由消去律得

baab  ，即交换律成立，所以G 是交换群。 
 

3. 设  ，G 是群，并且对任意的 Gba ， 都有 333)( baba  ，
555)( baba  ，证明G 是交换群。 

解 略 

4. 设  ，G 是有限半群，且满足消去律，证明G 是群。 

解  对于 Ga  ，考虑集合 

},,,,,{ 32  m
a

aaaaG   

由封闭性可知 GG
a
 。又由于G 是有限集，所以 a

G 也是有限集。故 

必有 0, kn ，使得 

knn aa   



b 有 

baba knn    
由消去律可得 

bab k   

这表明 ka 是左单位元，同理可证它是右单位元，所以 ka 是单位元。又因为 

eaaaaa kkk   11  

所以， a有逆元 1ka 。因此， G 是群。 
 

5. 设  ，G 是群， Gcba ，， ，证明 

|||||| bacacbcba   

略 

6. 设  ，G 是群， Gba ， 且 abba  。如果 mbna  |||| ， 且n与
m互质，证明 mnba  || 。 

解 略 

7. 证明循环群一定是交换群，举例说明交换群不一定是循环群。 

解 略 

8. 证明由 1的n次复根的全体所组成的集合在复数乘法下构成一个n阶循环

群。 

解 由代数的知识可知，1的n次复根的全体所组成的集合为 

}1,,2,1,0|{
2

 nkeG i
n
k

 

}1,,2,1,0{,,,
22

 nqpGee i
n
qi

n
p




，有
i

n
qpi

n
qi

n
p

eee
 )(222 

 。若

nqp  ，则 Ge i
n

qp


 )(2

；若 nqp  ，则存在 }1,,2,1,0{  nk  ，使得

knqp  ，而     Geee i
n
ki

n
kni

n
qp


  2)(2)(2

。因此 G 关于数的乘法是封闭

的。故  ,G 是代数系统。  

数的乘法运算满足结合律。故  ,G 是半群。 

因为 Ge i
n
k


2

，有
i

n
ki

n
ki

n
ki

n
k

eeee
 2)0(222

11 


，所以
i

ne



02

1 是G

的么元。故  ,G 是有幺半群。  

Ge i
n
k


2

，存在 Ge i
n

kn


 )(2

，使得 

12
2)(2)(22




ii
n
ki

n
kni

n
kni

n
k

eeeee 


，所以
i

n
k

e
2

的逆元存在。故

 ,G 是群。 

因为 ki
n

i
n
k

ee ][
22 

 ，故
i

ne
2

是群G 的一个生成元，因此 G 是循环群。  
 



9. 5、6、14、15的循环群的生成元分别有多少个？ 

 

 

  设 是阶数为 5的循环群的生成元，因在比 5小的正整数中有且仅有

2，3，4与 5互质，所以 432 ,, aaa 也是生成元，因此生成元个数为 4。 

      设 a是阶数为 6的循环群的生成元，因在比 6小的正整数中有且仅有 5与 6

互质，所以 5a 也是生成元，因此生成元个数为 2。 

设 a是阶数为 14的循环群的生成元，因在比 14小的正整数中有且仅有

3，5，9，11，13与 14互质，所以 1311953 ,, aaaaa 也是生成元，因此生

成元个数为 6。 

设 a是阶数为 15的循环群的生成元，因在比 15小的正整数中有且仅有

2，4，8，11，13，14与 15互质，所以 141311842 ,, aaaaaa 也是生成

元，因此生成元个数为 7。 

10. 设 }11751{ ，，G ，对于G 上的二元运算“模12乘法 12
 ”： 

)12)(mod(
12

jiji   

（1）证明 
12

，G 构成群。  （2）求G 中每个元素的次数。 

（3） 
12

，G 是循环群吗？ 

 

 

 

习题

1. 给出群 
88

， 的全部子群。 

解 两个非平凡子群是： }6420{ ，，， 和 }40{ ， ，两个平凡子群是： 8
Z 和

}0{ 。 

2. 设 }11751{ ，，，G ，对G 上的二元运算“模12乘法 12
 ”： 

)12)(mod(
12

jiji   


12

，G 构成群，请求出 
12

，G 的所有子群。 

解 略 

3. 设  ，G 是群，H 是其子群，任给 Ha  ，令 
}|{ 1 HhahaaHa    

证明 1aHa 是G 的子群（称为H 的共轭子群） 

解 略 

4. 设  ，G 是群，H 和K 是其子群，证明HK 和KH 是  ，G 的子群

当且仅当 KHHK  ，其中 

}|{ KkHhkhHK     }|{ HhKkhkKH   



 

5. 设  ， 是群，H 是G 的子集，证明H 是G 的子群当且仅当

HHHH  12 ， ，这里 

}|{
2121

2 HhhhhH  ，    }|{ 11 HhhH  －－  

证（1）因为 H 是G 的子集，根据 12, HH 的定义，显然有：

HHHH  12 ,  又因为H 中任意元素 h可以写成 he ，所以
2HH  ，还因为H 中任意元素 h可以写成 11)( h ，所以 1HH ，因此 

                        HHHH  12 ，  

   （2） Hhh 
21

, ，因为 HHHH  12 ， ，所以 

                Hhhhhh  
431

1
21  

由子群的判定定理知， H 是G 的子群。 

6. 某一通讯编码的码字 )(
721

xxxx ，，， ，其中 321
xxx ，， 和 4

x 为数据

位， 65
xx ， 和 7

x 为校验位（ 721
xxx ，，，  都是 0或 1），并且满足 

322215
xxxx    422216

xxxx    423217
xxxx   

这里 2
是模 2加法。设 H 是所有这样的码字构成的集合。在H 上定义二元运算

如下： 
)(

727222121
yxyxyxyxHyx  ，，，，，   

证明  ，H 构成群，且是  ，G 的子群，其中G 是长度为 7的位串构成的

集合。 

解 略 

7.设 aG 是循环群， saH 和 taK 是它的两个子群。证明

uaKH  ，这里 )( ts，u 是 s和 t的最小公倍数。 

解 KHa l  ，则根据定理， l应是 s的倍数，也应是 t的倍数，从而 l应

是 s和 t的最小公倍数 )( ts，lcmu 的倍数，所以  ul aa 。 

 ul aa ，则 l应是 s和 t的最小公倍数 )( ts，lcmu 的倍数，从而 l是 s

的倍数，也是 t的倍数，所以 Ha l  ， Ka l  ，即 KHa l  。 

 

8. 设 5阶置换为 











45132

54321


   










25431

54321


 

计算，， 1 ， 1 ， 1 。 

解 略 

9. 设 }4321{ ，，，S ，写出 S 上的所有 4元置换。 

解 略 



10. 4元对称群
4 的运算表，求出单位元，每个元的逆元，每个

元的次数以及它的所有子群 

 

陪集与商群 

习题 

1. 集合 }19210{
20

，，，，  在“模20加法 20
 ”下构成群。设H 是由元素 5

生成的 20
Z 的子群。 

 （1）求 H 的每个元素及其次数。   （2）求H 在 20
Z 中的所

有左陪集。 

 解 （1） }151050{ ，，，H ， 151050 ，，， 的次数分别为：1，4，2，4。 

（2） H 在 20
Z 中的所有左陪集如下： 

}151050{ ，，，H ， }161161{1 ，，，H ， }171272{2 ，，，H  

}181383{3 ，，，H ， }191494{4 ，，，H  

 

 2. 求 12阶循环群 }{ 11432 aaaaaeG ，，，，，，  的子群
}{ 84 aaeH ，， 在G 中的所有左陪集。 

解 所有左陪集如下： 

}{ 84 aaeH ，， ， }{ 95 aaaaH ，， ， }{ 10622 aaaHa ，，  

 

3. 设 H 是群  ，G 的子群，证明 H 的所有不同左陪集（右陪集）中有且

仅又一个在下构成  ，G 的子群。 
 解 略 

4. 证明 6阶群必含有 3次元。 

 解 略 

5. 证明偶数阶群必含 2次元。 

 解 设  ，G 是偶数阶群，若它无二次元，则对 G 中的非单位元 a ，有 

1aa  
所以，G 中的元素，除单位元外，其他都是成对出现的，所以 G 中的元素是偶

数个，矛盾。故偶数阶群必含 2次元。 
 

6. 证明在有限群中次数大于 2的元素的个数必定是偶数。  

 解 略 

7. 设  ，G 是一个阶数为 p 的有限群，其中 p 是质数，证明 G 是循环群

并求它的所有子群。  
 解 略 

8. 设 H 和K 分别是群  ，G 的 sr， 阶子群，若 sr， 互质，证明

}{eKH  。 
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