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第五章 动态规划
Dynamic Programming 

5.1  动态规划数学模型 

5.2  资源分配问题 

5.3  生产与存储问题 

5.4  背包问题  

1



建筑与城乡规划学院

5.1  动态规划数学模型

Mathematical Model of DP
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n 最短路径问题：
下图表示各点之间
距离。求V1到V10

的最短路径 

v1

第1阶段 第2阶段 第3阶段 第4阶段阶段： 第5阶段
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20

19

Min{2+5,8+8,6+4}=7

引例
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n 动态规划是运筹学的一个主要分支，是上个世纪50年代美国
数学家贝尔曼（Richard.  Bellman)提出。解决多阶段决策过
程的最优化的一种方法

l 资源分配问题

l 生产计划与库存问题

l 投资问题 l 装载问题

l 排序问题

l 生产过程的最优控制等

n 多阶段决策的最优化的目标：达到整个活动过程的总体效果
最优

n 动态规划的运用

l 最优路径问题

动态规划概述
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n 动态规划问题的基本特征 

   1. 问题具有多阶段决策的特征。阶段可以按时间划分，也可以按空
间划分。

   2.  每一阶段都有相应的“状态”与之对应。

   3. 每一阶段都面临一个决策，选择不同的决策将会导致下一阶段不
同的状态，同时，不同的决策将会导致这一阶段不同的目标函数值。

   4. 每一阶段的最优解问题可以递归地归结为下一阶段各个可能状
态的最优解问题，各子问题与原问题具有完全相同的结构。能否构
造这样的递推归结，是解决动态规划问题的关键。这种递推归结的
过程，称为“不变嵌入”。

5.1  动态规划数学模型

     5 . 状态具有无后效性   当某阶段状态确定后，此阶段以后过程的发
展不受此阶段以前各阶段状态的影响。
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l 动态规划基本原理是将一个问题的最优解转化为求子问题的最优
解，研究的对象是决策过程的最优化，其变量是流动的时间或变动
的状态，最后到达整个系统最优。

l 思想：一方面说明原问题的最优解中包含了子问题的最优解，另一
方面给出了一种求解问题的思路，将一个难以直接解决的大问题，分
割成一些规模较小的相同子问题，每一个子问题只解一次，并将结果
保存起来以后直接引用，避免每次碰到时都要重复计算，以便各个击
破，分而治之，即分治法，是一种解决最优化问题的算法策略。

l 动态规划求解可分为三个步骤：分解、求解与合并。

5.1  动态规划数学模型
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（1）阶段(Stage)：表示决策顺序的时段序列，阶段可以按时间或空间
划分，阶段数k可以是确定数、不定数或无限数 

n 基本概念

（3）决策（Decision）xk：从某一状态向下一状态过度时所做的选择。
        决策变量记为xk，xk是所在状态sk的函数。 

        在状态sk下，允许采取决策的全体称为决策允许集合，记为Dk(sk)。
各阶段所有决策组成的集合称为决策集。

（2）状态（State）：描述决策过程当前特征并且具有无后效性的量。
状态可以是数量，也可以是字符，数量状态可以是连续的，也可以是
离散的。每一状态可以取不同值，状态变量记为sk。各阶段所有状态组
成的集合称为状态集。

5.1  动态规划数学模型
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(4)  策略(Strategy)： P1, n(s1) 从第1阶段开始到最后阶段全过程的决策
构成的序列称为策略，第k阶段到最后阶段的决策序列Pk,n(sk)称为
k-子策略。

(5) 状态转移方程(State transformation function)：某一状态以及该状态

下的决策，与下一状态之间的函数关系，记为
sk+1=T(sk, xk)

(6) 指标函数或收益函数(Return function)：是衡量对决策过程进行控
制的效果的数量指标，具体可以是收益、成本、距离等指标。分为k

阶段指标函数、k子过程指标函数及最优指标函数。

5.1  动态规划数学模型
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l k阶段指标函数 

    从k阶段状态sk出发，选择决策xk所产生的第k阶段指标，称为k阶
段指标函数, 记为vk(sk, xk)。

    从k阶段状态sk出发，选择决策xk, xk+1, …, xn所产生的过程指标，
称为k子过程指标函数或简称过程指标函数，记为

Vk(sk,xk,xk+1,…,xn) 或 Vk,n ,  n为阶段数。

l 过程指标函数

l 最优指标函数
     从k阶段状态sk出发，对所有的子策略，最优的过程指标函数称为
最优指标函数，记为fk(sk)，通常取Vk的最大值或最小值。

   （Opt＝optimization

表示“max”或“min” 

5.1  动态规划数学模型
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l 动态规划要求过程指标满足递推关系 

(5-1)

连和形式：

(5-2)

最优指标函数是 

(5-3)

5.1  动态规划数学模型
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动态规划数学模型由式(5-3)或(5-5)、边界条件及状态转移方程构成。
如连和形式的数学模型 

连乘形式(vj≠0) ：

(5-4)

最优指标函数是 

(5-5)

5.1  动态规划数学模型
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对于可加性指标函数，上式可以写为

对于可乘性指标函数，上式可以写为

上式称为动态规划最优指标的递推方程，是动态规划的基本方程。

终端条件：为了使以上的递推方程有递推的起点，必须要设定最
优指标的终端条件，即确定最后一个状态n下最优指标f

n
(s

n
)的值。

5.1  动态规划数学模型
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n 例1 用逆序法列表求引例 

l k=n=5 时，f5(v10)＝0 

l k=4，递推方程为
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5.1  动态规划数学模型
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l k=3，递推方程为

s
3

D
3
(s

3
) s

4
v

3
(s

3
,x

3
) v

3
(s

3
,x

3
)+f

4
(s

4
) f

3
(s

3
) 最优决策x

3
*

v
5

v
5
v

7

v
5
v

8

v
5
v

9

v
7

v
8

v
9

2

8

6

2+5=7*

8+8=16

6+4=10

7 v
5
v

7

v
6

v
6
 v

7

v
6
v

8

v
6
v

9

v
7

v
8

v
9

12

5

8

12+5=17

5+8=13

8+4=12*

12 v
6
v

9

5.1  动态规划数学模型
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l k=2，递推方程为
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5.1  动态规划数学模型
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l  k=1，递推方程为
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最优值是表中f1(s1)的值，从v1到v10的最短路长为19。最短路线从第一
阶段回朔，查看最后一列最优决策，得到最短路径为：

v1 v2  v5  v7  v10

5.1  动态规划数学模型
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5.2 资源分配问题
Resource Assignment Problem
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例2: 公司有资金8万元，投资A、B、C三个项目，一个投资单位为2万
元。每个项目的投资效益率与投入该项目的资金有关。三个项目A、B

、C的投资效益(万元)和投入资金（万元）的关系如下表。求对三个项
目的最优投资分配，使总投资效益最大。 

5.2 资源分配问题

               项目

投入资金
A B C

2万元 8 9 10

4万元 15 20 28

6万元 30 35 35

8万元 38 40 43

解:  设xk为第k个项目的投
资额，该问题的静态规划
模型为
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阶段k：每投资一个项目作为一个阶段，k=1,2,3,4。k=4为虚设的阶段
状态变量sk：投资第 k 个项目时拥有的资金数
决策变量xk：第k个项目的投资额
决策允许集合：0≤xk≤sk

状态转移方程：sk+1=sk－xk

阶段指标：vk(sk，xk) 见表中数据 

递推方程： 

终端条件：f4(s4)=0

数学模型为 

5.2 资源分配问题
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k=4，终端条件f4(s4)=0。 k=3，0≤x3≤s3，s4=s3－x3 
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