







2-5 求通过 x(0)  1 ， x(1) 2 ，使下列性能泛函为极值的极值曲线

x* (t)：

J   t f
t
0

(1 x&2 )dt

解：由题可知，始端和终端均固定，

被积函数L  1 x&2 ， L
 0 ， L  2x&， d  L  2&x&

x x& dt x&
代入欧拉方程L  d  L  0 ，可得2&x& 0 ，即&x& 0

故 x&  c
1

x dt x&
其通解为： x  c t  c

1 2

代入边界条件x(0)  1 ， x(1) 2 ，求出c
1

 1， c  1
2

极值曲线为x* (t)  t 1

2-6 已知状态的初值和终值为

x(1) 4 ， x(t  )  4
f

式中t
f

x* (t)：

自由且t
f
>1，试求使下列性能泛函达到极小值的极值轨线

J   t f [2 x(t)  1 x&2 (t)]dt

解：由题可知， L  2x  1 x&2 ，  t
2 f

2
 4 ， x 1 4 ， x t

f

 4

欧拉方程： L  d L  0
x dt x&

横截条件： xt  x  ， x t   t ，  L  &  x&T  L   0
0 0 f f  x&  t f

易得到 dx& 
 2 故 x&  2t  c

dt 1

其通解为： x t  t2  c t  c
1 2

x 1 1 c  c  4

根据横截条件可得： x t
  f

 t 2

 f

1 2

 c t  c  4
1  f 2

x& t
f

 2t
f

 c  4
1

1





L
x&

，  L 

1 

t解以上方程组得：  f  5 t还有一组解 f  1(舍去，
c  6 c  2
 1  1

不符合题意 t >1)
f

c  9
2

c  1
2

将 t ，
f

c ，c 代入J
1 2

可得J *  5

0
(2x  1 x 2 )dt  45 

2 0
(t  3)2 

140 .
3

极值轨线为x* t  t2  6t  9

2-7 设性能泛函为

J   1 (1 x&2 )dt
0

求在边界条件 x(0)  0 ， x(1)自由情况下，使性能泛函取极值的极

值轨线x*(t)。

解：由题可知， L  1 x&2 ， x 0 0， x 1自由

欧拉方程： L  d L  0
x dt x&

横截条件： xt  x ，  0 L  x&T  0
0 0 t  x&  t

f

易得到x&t  a

其通解为： x t  at  b

  f

代入边界条件x&t
f
 a ， x 0 0 ， t

f
 1，求出a  0 ， b  0

将 t ， a
f

， b 代入J 可得J *   1 x&2

0

dt  1

极值轨线为 x* t 0 

2－8 设泛函

J    tf  L(x , x  , x.  , x. , t)dt
t 0 1 2 1 2

端点 A(x
10

, x , t
20 0

) 固定，端点B(x (t
1 f

), x (t
2 f

),t) 可沿空间曲线

.

 





c (t
1 f

)  (t
f
), c (t

2 f
)  (t )

f

移动。试证：当泛函取极值时，横截条件为


. . L . . L 

[L  ( x )  (  x  )   0
 1

 x. 2  x.

2

 tf


证：根据题意可知，此题属于起点固定，末端受约束情况，由P
25

. . L  可 得 ，

（1）

L  (c x)T

  x.
  0
 tf

由  T, . . .
, x  ( x , x ) T

1 2
. . . . . . , L L L
(c x)T  ( x

1
,  x )

2
 x.

 (
 x.

1

, )T

 x.

2
. . T . . L . . L



（2）

(c x)T

 x.
 ( x )

1
 x.

1

 (  x
2
)

 x.

2

将（2）代入（1）式，得：


 . L 

. . L  ,得证。
L  (


 x )
1

 (
 x.  x )

2   0
 x.     tf

 1 2 

2-13 设系统状态方程

x& (t)  x
1 2

(t) ， x
1
(0)  2

x& (t)  u(t) ， x
2 2

(0)  1

性能指标如下：

J  1 


2
t f u2 (t)dt
0









4

 1 125 25

要求达到x(t
f

（1） t
f

)  0 ，试求

 5 时的最优控制u* (t)。

（2） t 自由时的最优控制u* (t)。
f

解：由题可知

构造 H： H  L  T f  u2   x   u
2 1  2 2

&(t)   H 
 0

正则方程：  1 x
  

1
& (t)   H 

 

  2 x 1
2

可求得  (t)  c


1 
(t)

2

1
 c t  c

1 2

控制方程： H  u  
u

由上式可得 u(t)  

 0
2

 c t  c
2 1 2

 1 1
x (t)  c t3  c t 2  c t  c

由状态方程x& (t)  x (t) ，x& (t)  u(t) 可得  1 6 1 2 2 3 4

（1） t
f

1 2 2

 5 时

x (t) 
  2

1 c t 2  c t  c
2 1 2 3

由边界条件x
1
(0)  2 ， x

2
(0)  1， x (t

1 f
)  0 ， x (t

2 f
)  0 可得

c  1  54
 3 c 

c  2  
1 125

1 1 得 c  32
 c  53  c  52  c  5  c
 6 1 2 2 3 4  0 

 2 25
 1 c  1
 c  52  c  5  c  0  3

 2 1 2 3

 9 16

c  2
4

x (t)  t3  t 2  t  2故 有 x& (t)  54 t  32 27 32 2 125 25x (t)  t 2  t 1
  2 125 25

1





1

1


1

1 2






 1 1 2

有最优控制u*(t) 

（2）若 t 自由
f

54 t  32
125 25

由哈密顿函数在最优轨线末端应满足的条件

1  得H (t
f
)  u2 (t

2 f

)   (t
1 f

)x (t
2 f

)   (t
2 f

)u(t
f )   

t
 0

f

u(t
f )  0

1 c t 3  c t 2  t  2  0
即 (t

2 f
)  0，从而c

2
 c t

1 f
，代入 6 1 f


2 2  f f 可得t f  6

 2
c t  2  c t 1  0

1  f 2 f

因为时间总为正值，所以此题无解。

3-2 设二阶系统的状态方程x. (t)  x (t), 边界条件
x (t)  x
2 1

(t)  u(t),

x (0)  1, x
1 2

(0)  1 试求下列性
x (2)  0, x

1 2
(2)  0

能指标的极小值： J 

解：由题可知

 [x (t)  u(t)]2 dt 
2 0 1

构造 H： H  L   f 
1 (x  u)2   x   (x  u)
2 1 1  2 2 1

    H
1 x  [(x

1
 u)   ]

2
 

1
  c

由协态方程和极值条件：  
2

H 
  得  1 1 代

x 1


2

  c t  c
2 1 2


H 

 x  u    0
 u 1 2

 1
入状态方程得：

x. (t)  x (t), 即
x  c t3  c

t 2  c t  c ，代入初始
 1 2  1x (t)  c (t)  c x  c t 2  c t  c

2 1 2   2 2 1 2 3

3

2



42



 2

c  3
 1

条件解得： c  3.5
 2

c  1
 

3

c  1
4

 1 7
x (t)  t3  t 2  t 1

故  1 2 4 ， 3 7
x  (t)  t 2  t 1
 2 2 2

此时J  
1  2 [x (t)  u(t)]2 dt   2 (3t  3.5)2 dt  0.3077
2 0 1 0

3-4 给定一阶系统方程

x&(t)  x(t)  u(t)， x(0)  1

控制约束为 u(t)   1 ，试求使下列性能指标：

J   1[x(t)  1 u(t)]dt 
0 2

为极小值的最优控制u* (t) 及相应的最优轨线x* (t)。

解：由题可知

构造 H： H  (x  u )  (x  u)  (1 )x  (  1 )u
2 2

哈密顿函数达到极小值就相当于使性能指标极小，因

此要求(  1 )u 极小。且取其约束条件的边界值，即 u(t)  1时，
2

使哈密顿函数 H 达到最小值。所以，最优控制应取

1,   1

u*(t)  
1，   1
 2

由协态方程 &(t)   H 
  1可得  (t)  1 cet

x

由横截条件 (1) 0 求得 c  e1 ，于是有

 (t)  1 et 1

显然，当 (t
s 
)  0.5 时，u* (t) 产生切换，其中t

s 
为切换时间。









1

不难求得t
s

 ln e ，故最优控制为
2

1, 0  t  ln e 2
u* (t)  1, ln e  t  1

 2

将u* (t) 代入状态方程，得

x 1, 0  t  ln e
x&(t)   2

x 1, ln e  t  1

c et

 2

e1, 0  t  ln解得 x(t)   1 2

c et 1, ln e  t  1
  2 2

代入初始条件x(0)  1 ，可得 c
1

 2 ，因而

x(t)  2et 1 ， 0  t  ln e

2
在上式中，令t  ln e ，可求出ln e  t  1 时 x(t) 的初始条件

2 2
e ln e 4

从而求得c
2

x(ln )  2e 2 1  1
2 e

 2  e 。因而

x(t)  (2  e)et 1 ， ln e 
 t  1

2

2et

于是，最优轨线为x(t)  

e
1, 0  t  ln

2
(2  e)et 1, ln e 

 t  1
 2

将求得的u* (t) 和 x* (t) 代入式 J，得最优性能指标

e
1 ln







2
1 1 1 3 2 e

J *    [x(t)  u(t)]dt   2 (2et  )dt   [  (2  e)et ]dt    ln  0.45

0 2 0 ln e 2
2

2 e 2



最优解曲线如下：



 u



1

3-5 控制系统 x&  u , x (0)  0, x (1) 1 ，试求最优控制 , 以
x& 

1 
 x 

1
  

1  
, x  (0), 

1

x (1) 1 u *(t) 
1

u *(t) 
2

2 1 2 2 2

及最优轨线 x *(t) 和 x *(t) ,使性能指标 J   1 x (t)  u 2 (t)  u 2 (t)dt 为极
1 2

小值。

0 1 1 2

解：哈密尔顿函数为H  x  u 2  u 2   u    x  u 
1 1 2    1   

由协态方程： 
1   H

x  (1  )
2 ，解得

 (1 c )t  c ，  
1 

1   
 c

1 2
 H 

   0 2 1
 2 x

2
H  2u    0 u (t)  1 (1 c )t  c 

由极值条件：  u 1 1
， 解得  1 2 1 2 ，由状态

 
1  1 H 

 2u    0 u  (t)   c
u

2
2 2   2 2 1

x& (t)  1 (1 c )t  c
方 程 有  1 2 1 2 ， 解 得

x& (t)  x (t)  c
  2 1 2  1

 1 1
x (t)  (1 c )t 2  c t  c
 1 4 1 2 2 3 ，x (t) 

1 (1 c )t3 
1 c t 2  (c  1 c )t  c

  2 12 1 4 2 3 2 1 4





1 

x

1 1 1

1 1 1

c   1
 1 u *(t)  1 x *(t)  t

代入初始值解得： c  2
，故  1  1 2  1  1 1

c  0 u *(t)  x *(t)  t 2  t
 

3  2 2  2 2 2
c  0

4

此时J     t 12 
0 

1  7 
( )2 dt
2  4

………………………………………………………………………

…………………………..

3－6 已知二阶系统方程 x (t)  x
1 2

(t) x (0)  0
1

x (t
1 f

)  2 
式中

 (t)  u(t),
2

x (0)  0,
2

x (t
2 f

)  2,

u(t)  1, t 自由。试求使性能指标 J 
1 

 t f [x 2 (t)  x 2 (t)  u 2 (t)]dt 为极小
f 2 0 1 2

的最优控制u (t) ，最优轨线x(t) 以及最优指标J 。

解：本例为线性定常系统，积分型性能指标， t 自由，末端
f

固定的最优化问题。

构造哈密顿函数为： H  x2  x2  u2   x   u
2 1 2 2 2 1  2 2

1,当（t）>1
由极小值条件应取：  

2
 ,由哈密顿函数

u *(t)  （t）,当| （t）|  1
 2


2

+1,当| （t）|<-1
2

沿 最 优 轨 线 的 变 化 律 ： H *(t)  H *(t
f
*)  0 ， 可 得 ：

x *2 (0)  x *2 (0)  u *2 (0)   *(0) x * (0)  * (0)u *(0)  0 ，
2 1 2 2 2 1 2 2

即：1 u *2 (0)   * (0)u *(0)  0 ，可知：u *(0)  0 ，（其中u *(0)  2 * (0)
2

矛盾），

2

   H

2

 x
由协态方程有：  1 x 1

，由初始条件 解得：
  

1 （0）=0
   H  

 x    
2

 2 x 2 1
2







 1
2



（t）=-
2

，由所给状态方程及初始条件解得：

………………………………………………………………………

………………………………

3-7 已知二阶系统方程

x& (t)  x (t)  1 ， x (0)   1

1 2 4 1 4

式中控制约束为

x& (t)  u(t) ， x (0)   1

2 2 4

u(t)  1

2
试确定最优控制u*(t) 。将系统在t

f

使性能指标

时刻由x(0) 转移到空间原点，并

取最小值，其中t
f

解：由题可知

自由。

J   t f u2 (t)dt
0

构 造 哈 密 顿 函 数 ：
1 1 1 1

H  u2   (x  )   u  (u   )2  2   (x  )
1 2 4 2 2 2 4 2 1 2 4

按照最小值原理，最优控制应取

 1 ,   1
 2

u*(t)    ,    12

 2 2
1 

， 
 2 2  1

由哈密顿函数沿最优轨线的变化规律 H *(t)  H *(t* )  0 可
f

Ae sint
1
2

3 t
2



1

1

1 1





( t)

得

u*2 (0)   (0)[x *(0)  ]   (0)u*(0)  0
1 2 4 2

以及 u*2 (t* )   (t* )[x *(t* )  ]   (t* )u*(t* )  0
f 1 f 2 f 4 2 f f

因为x
2
(0)   1 ，可以求出u*(0)  0

4

由协态方程 &(t)   H 
 0

1 x
1

& (t)   H 
  (t)

解得 
1
(t)  c

1

2 x 1
2

，  (t)  c t  c
2 1 2

当 u*(t)   1  (t)  1 c t  1 c 时(试取)
2 2 2 1 2 2

1 1 1
x (t)  c t3  c t 2  c t  c   t

1 12 1 4 2 3 4 4
x (t)  c t 2  c t  c

2 4 1 2 2 3

代入初始条件x (0)   1 ， x (0)   1 ，可得 c  c   1

1 4 2 4
 1

3 4 4
1 1

x (t)  c t3  c t 2 
�

代入末端条件x(t )  0 ，可得  1 12 1 f 4 2 f 4
x (t) 
  2

1 c t 2 
4 1 f

1 c t  1 2 2  f 4
c  1

 1 9又 1 ，联立解得 
H (t )  u2 (t )   (t )[x (t )  ]   (t )u(t )  0 c  0

f f 1 f 2 f 4 2 f f  2

于是有 1   1, t  0

t 
f 
 3



   (t)   t  2
2 9 

2
 1, t  9

在0  t  3 时，正好满足   1要求
2

故最优控制为 u* (t)   1 


2 2
(t) 

1 t ，(0  t  3)
18

相应的最优性能指标为 J *   3 u*2 (t)dt  3 1 2 dt  1

0 0 18 36

f







 1 1
x*(t)  t3 

�最优轨线为 1 108 4
x* (t)  1 t 2  1
  2 36 4

3-17 已知系统方程 x& (t)  x (t) ， x (0)  1 ，性能指标 1 1 ，
1 2 1 J   u2 (t)dt

x& (t)  u(t)
2

x  (0)  0 2 0
2

末端x
1
(1) x

2
(1)  0 。试用连续极小值原理求最优控制u (t) 与最优轨

迹 x (t) 。

解：构造哈密顿函数：H  L  T f  u2   x   u ，由协态方程：

&(t)   H 
 0

2 1  2 2

1 x ，解得：  c ，由极值条件： H ，
1  1 1  u    0& (t) H    c t  c u 2

2
  

x
  

11

2 1 2

解得 ，代入状态方程有： x& (t)  x (t) ，解得
u(t)   (t)  c t  c  1 2

2 1 2 x& (t)  c t  c

 1 1
2 1 2

c  12
x (t)  c t3  c t 2  c t  c  1

 1 6 1 2 2
3 4 ，代入初始值解得： c  6 ，故最优轨

  2

x (t) 
1 c t 2  c t  c c  03

  2 2 1 2 3 c  1
4

线为： x*  (t)  2t3   3t 2  1 ，又  * ，所以最优控制律为：
 1 x (t)  12t  6
x*

2
(t)  6t 2  6t 2

u* (t)  12t  6 ，

此时J *  1 1 u2 (t)dt  1 1 (12t  6)2dt  6
2 0 2 0

3-28 已知系统的状态方程 x& (t)  x (t) ，控制约束为（t）|  1。
x& (t)  u(t)

2

试求最优控制 u*（t），使系统由任意初态最快地转移到x (t
1 f

)  2 ，

x (t
2 f

)  1 的末态。写出开关曲线方程，并绘出开关曲线的图形。

解：本例为二次积分模型的最小时间控制问题。容易判定系统可

控，因而必为控制。构造哈密顿函数: H  1   x
1  2

  u
2

1

1



2



1 1

2





&   H 
 0,

由 协态方程得： 
1 x 解得：  (t)  c 。

1
&   H 

   (t)  c t  c
2 x 1

2

2 1 2

1 ,  (t)  0 ，知最优控制 u(t)最多切换一次，
u*(t)  sgn{

2
(t)}  

1 ,  (t)  0
2

具有四种可能：【+1】，【-1】，【+1，-1】，【-1，+1】。

① 若 时，代入状态方程 x& (t)  x (t) 考虑到初始状态 ，
u* (t)  1 1 2 (x , x )

x& (t)  1
2

 1

10 20

解得： x  t 2  x t  x ，消 t 得： 1 1 ，
 1 2
x  t  x

2 20

20 10 x   x
1 2 2

2  x  x 2

10 2 20

② 同理，若 u* (t)  1时，解得： x   1 x 2  x 
1 x 2 ，由末态配置

x (t )  2
1 2 2 10 2 20

到 1 f

x (t
2 f

)  1
，取开关曲线为过（2,1）的那条曲线，即开关曲线

 1 3
x  x 2  ,( x  1),

�

方程为：  :  1 2 2 2 2  开关曲线图如下：
x   1 x 2  5 ,( x  1),
  2 2 2 2 2 

开关曲线
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