
第二章  群的基本理论

2.1  群的概念

     假设G是由一些元素组成的集合，即G={…,g,…},在
G中各元素间定义了一种合成规则(操作，运算，群的
乘法 ). 如果G对这种合成规则满足以下四个条件：   

a）封闭性. G中任意两个元素的乘积仍然属于G.

   即对任意       必有   

   

b) 结合律.即对任意             都有：

1. 群的定义
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 c)有唯一的单位元素. 集合G中存在一个单位元素   

, 对任意元素       , 有：
 

 

d)可逆性. 对任意元素       , 存在逆元素         

, 使
   

则称集合G为一个群.
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由定义可知基本性质：

1、单位元的逆元为单位元本身，逆元的逆就是群元本身

2、乘积的逆元

   例1：全部正负整数（包括零），群乘为代数的加法运

算，单位元为0，逆元为其负数，构成群。
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   例2. 置换群

      以变换位置的操作为群元，以相继操作为群乘，构成置换群

      例:  Z3 群 ( 三位置置换群 )

      

      ┌ 1  2  3  ┐

      ∣              ∣表示将 1、2、3 处之物分别放於 2、3、1 处，

      └  2  3  1  ┘
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      Z
3
群由以下六元素构成：

 
         ┌ 1  2  3 ┐                ┌ 1  2  3 ┐                 ┌ 1  2  3 ┐
   e = ∣            ∣          a = ∣            ∣           b = ∣            ∣ 

         └ 1  2  3 ┘                └ 2  1  3 ┘                 └ 1  3  2 ┘ 
  
         ┌ 1  2  3 ┐                 ┌ 1  2  3 ┐                ┌ 1  2  3 ┐
   c = ∣            ∣           d = ∣            ∣           f = ∣            ∣

         └ 3  2  1 ┘                 └ 2  3  1 ┘                └ 3  1  2 ┘
    可以证明它们符合群的四个基本条件.
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   例3.矩阵群:

        以矩阵为群元，以矩阵乘法为群乘，构成矩阵群

        例 d3 群

             封闭性：        a d  =  b,      b d  =  c,      d2  =  ?
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  例4.  对称群

          以对称操作为群元，以相继操作为群乘，构成对称群

          例 D3 
群

      E                         不动                 C                    绕C轴转180o

 
       A                    绕A轴转180o             D                     顺时针转120o

 
       B                    绕B轴转180o              F                      逆时针转120o

一般的对称操作群: 分子点群,晶体点群,旋转群,置换群
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(2). 有限群与无限群: 指阶为有限及无限的群；

2. 群论中的基本概念

(1). 群的阶: 指一个群中元素的个数;

(3). 离散群: 群的元素个数是可数有限的群;

(4). 连续群: 群的元素的个数是不可数无限的群;

(5). 阿贝尔群:群中任意两元素对乘法对易,即满
足 群.

倡佃畦含童夜纯幕役蓬啸媚鲜为写毖湾荆史潮伤望行美排脑琴互砷知庄家群论群论



3. 群的具体例子

(1)由实数  ，  组成了以普通乘法作为合成法则的二阶群。

，

(2)由复数 组成了在普通乘法下的四阶有限群。

(3)在普通加法下，所有整数组成了分立无限群. 

(4)在普通乘法下，所有不为零的正实数组成了连续无限群。

(5)只包含单位元的单一点集是在乘法下的一阶群。

(6)在矩阵乘法下 两个矩阵组成了二阶有限群。

(7)若 是一正整数，由 个整数 组成的集合是对于模

的加法群，其中模 的加法是指二数相加后除以 ，再取

，则 。 余数。例如，令
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(8)设 和 对三维实空间 中向量 的作用为

,即 是保持 不变的恒等变换, 是使

反演的反演变换.定义群的乘法为从右到左连续对

作用,则集合

操作组成一个二阶有限变换群。

构成反演群, 即空间反演操作和恒等

(9) 是晶体中任何格矢， 其中 

是原胞的基矢， 是任何整数， 根据固体物理知识， 

知道平移 与平移 的次序无关，即： 

如令 分别代表平移 与平移 的操作，显然有 

所有这些平移操作，构成的群称为平移群，可见该群是阿贝
尔群。
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作业：试证明任何二阶群都是阿贝尔群。 

(10)绕一个固定轴转动任何角度的一些操作组成群，称为轴转动群 

如，可令转动 角的操作为 转动 角的操作为 

有：

因此，轴转动群也是阿贝尔群。 

4. 对称变换群

（1）对称：一个物体包含若干等同部分，对应部分相等。

（2）对称操作：使物理系统保持不变的变换。
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对称操作
旋转、反映、反演、象转、反转。
算符表示 

基本对称操作：旋转和反映。

对称元素：

     完成对称操作所关联的几何元素（点、线、面及

其组合）

     旋转轴， 镜面，对称中心，映轴，反轴  

符号 

基本对称元素：对称轴和对称面
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（3）对称性群：一个系统的所有对称变换组成的群。

定理1：一个系统的所有对称变换的集合是一个群。

证明：（a）如果逐次施行两次对称变换，系统仍保持不
变，因此系统的任意两个对称变换的合成，仍然是一个对称
变换，即所考虑的集合对逐次变换是封闭的。

（b）我们可以把对系统不进行变换定义为恒等变换，它
显然 属于这个集合。

（c）给定一对称变换，就有一个也属于此集合的逆变换。
（d）显然，系统的逐次变换服从结合律。
 所以由一个系统的所有对称变换的集合是一个群。
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例.正方形的对称性群

（1）平面上正方形ABCD的对称变换群

     S(K) = {       ，     ，     ，     ，     ，     ，     ，     }

：
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（2）运算举例
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（3）单位元

：
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O x 

y 

fi() = 

Qi 

恒等恒等
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2.2  群的乘法表

        如果知道群的元素为 n，其所有可能的乘积为 n2 

，则此群被完全而唯一地确定。n为群的阶数，即物体

中等同部分的数目。

    把群元素的乘积列为表，则得到乘法表。设列元
素为A，行元素为B，则乘积为AB，列×行，行元素B

先作用，列元素A后作用。

    例：H
2
O 对称元素：C2， v， v/ ，

对称操作：
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v

v’

C2

C2v

乘法表
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例.正方形的对称性群
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例：平面正三角形对称群    (又称为6阶二面体群) 

考虑重心在原点，底边与 轴平行的 平面上的正三角形

， 
如图, 保持正三角形不变的空间转动操作有： 

：恒等操作；   ：绕 轴旋转 ； ：绕 轴旋转

：绕轴1旋转      ; ：绕轴2旋转     ; ：绕轴3 旋转      .

定义两个转动操作的乘积，如      为先实行操作    ，再实行操作     

。 

      可知在上述乘法定义下，保持正三角形不变的全体转动操作

构成群 

它的乘法表为： 
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（a）

A

B C

23

AB

C
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(b)

O

 平面正三角形对称轴
与对称平面

问题：D3 群是不是阿贝尔群？
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说明：

① n价的乘法是n×n的正方形表，各行各列都分

别用群的一个元素标记。

② 乘法表不一定满足交换率，故在ai 标记的行
与aj 标记的列的交点位置上放置的元素是乘积
元素 aiaj。

③只有Abel群主对角线是对称的。 
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重排定理 

群的每个元素在乘法表的每一行（列）中出现一次且只一次。 

推论 

若    是群元素的任意函数，则： 

其中     为有限群，求和遍及所有群元素。

说明

    从满足一些关系的元素的某一集合出发，由群的元素相

乘可以生成群的所有元素。 
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群的生成元 

       可由元素的幂和乘积生成群的所有元素的最小集合中的元

素称为群的生成元。 

例： 由元素 生成一个群，只要求 ，其中

关系式的最小正整数。 

是满足此

由于 是群中的一个元素，所以它的整次幂必定也在此群中。

， ，…，直到 。 由此可生成新元素

更高次幂不能给出新的元素，因为 。故所求的群 

为 阶有限群。 
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由元素 和 生成一个群，只要求： 。 例： 

由于 ， 可知此群必包含元素 ，

一定也包含所有 之间的乘积。 

因此得到两个新元素 ，容易证明，和

因为如果二者对易，则由关系式 将得到： 

不对易。

故 和 是不同的元素。 

可见，由       生成了群的六个元素

，

，

易证这六个元素组成一个六阶有限群。 

注意：一个群的生成元不唯一的，可以有不同的选取方法。 
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2.3  共轭元素和类

共轭元素

2 、传递性

与

若 都是群的元素，若 与 共轭，

共轭， 

又与 

则 也共轭，即： 与 

性质：

1、相互性

定理

若 是群的元素，当 和 两元素之间满足： 

和 叫做共轭元素。 则 叫做 通过 的相似

变换，记作： 
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共轭类 

群 所有都相互共轭的元素集合叫做群 的共轭类，

简称类。

类的性质 

（2）单位元自成一类。

（3）群中没有任何一个元是属于两个不同的类，即不同

的类中没有共同的元。

（1）群   中的任何一个类   都满足                。

（4）对于矩阵群，同一类中的各元互为相似矩阵，故同

类中各元具有相同的迹。

       可以把一个群分成一些集合，使得每一集合中的所有元素

相互共轭，不同集合的两元素互不共轭。这种集合叫做共轭类。
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考虑R中的某元Ri ，则上式左边是Ri 类的所有元，因此右边的R就
是一个完整的类，这就证明了C必由完整的类构成

     证：等式左边每一个元的群乘都与右边的元共轭，所以左边的每
个元必然出现在右边的C中。等式右边的每个元都是不同的，由于

群乘的唯一性，左边的每一个元也是不同的。这两种陈述仅当方程
两边相等时才能自恰（两个集合相等的意思是两者所包含的元是完
全相同的，但排列秩序可以不同）

证：首先将C中的完整类抽出，余下元的集合是R，于是

    定理一：若C是群G中一个由完整的类构成的集合，x是群中

的任意元，则有                                 成立

    逆定理：任何一个服从方程             ，对一切
成立的集合C必是由完整的类构成。
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类的积 

由群中包含 个元素的类 中的任一元素和另一包含

个元素的类 中的任一元素的积所组成的集合就叫做类的积。 

令 , 则类的积为： 

定理二 

若    为由群中若干完整的类构成的集合，即

X是群     中的任意元，则                            

成立。
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证明： 因为 所以，

定理三 

一个群的两个类的积可表为群的完全类之和，即： 

其中 是非负整数，它表征积 中类

求和遍及群中的所有类。 

出现的次数，

炔翰减青尚庇等不居诈闽另术擅挡切蕉予狸缀踩抛器叛牲麦郸氢蜕那捍乃群论群论



证、利用定理一，有

对群中一切元x成立，利用逆定理，     是完整
的类构成的，所以可写作：

涩氮挫挞庞华耘诀用万瞬刮撂杆桩巷蝉曳函些挫雅鬃榔筹片孝词虞兽枪蹦群论群论



例：平面正三角形对称群，六个元共分为三类，可表示为

于是：

推论：群中类的积由完全类组成。 

沼孵慕又戚宝框虹精捅外净沙包鹤别莹伞哇翱臭较币简蛾碑侣潭鄂壕祸键群论群论



说明：（1）单位元和群  本身都是群  的子群, 称为平凡子群

. 

      （2）如果  为   的子群,   为   的子群, 则   亦为  

的子群.

      （3）群    中除了    和     以外的子群叫做群的真

子群。          

2.4  子群和陪集

子群

如果一个集合 的所有元素都在群 中，而且 自身也

的乘法下的一个群，则 叫做群 的一个子群，记为

。 

是在

炔督腹扮慈仇倔韩盈型鹏坑救杨踞辈屏羽劲肾渭饱惑壹僧连达铃宪侦莱咳群论群论
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