
第八章  非线性回归

8.1  可化为线性回归的曲线回归

8.2  多项式回归

8.3  非线性模型

8.4  本章小结与评注
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

y=β0+β1e
x +ε          （8.1）      

可线性化的曲线回归模型,  也称为本质线性回归模型 

只须令x′=ex即可化为y对x′是线性的形式

y=β0+β1x′+ε 
需要指出的是，新引进的自变量只能依赖于原始变量，
而不能与未知参数有关。
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

y=β0+β1x+β2x
2+…+βpx

p +ε  （8.2）

令x1=x,x2=x2,…，xp=xp，

于是得到y关于x1,x2,…，xp的线性表达式

y=β0+β1x1+β2x2+…+βpxp+ε 

 (8.2)式本来只有一个自变量x，是一元p次多项式回归，

在线性化后，变为p元线性回归。
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

y=aeb xeε           （8.3）

可线性化的曲线回归模型,  也称为本质线性回归模型 

对等式两边同时取自然对数，得：

lny=lna+bx+ε

令y′=lny, β0=lna,β1=b,

于是得到y′关于x的一元线性回归模型

y′=β0+β1x+ε
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

不可以线性化的曲线回归模型,  也称为本质非线性回归模型 

y= aeb x +ε （8.4）

       当b未知时，不能通过对等式两边同时取自然对数的

方法将回归模型线性化，只能用非线性最小二乘方法求解。 

    (8.3)式的误差项称为乘性误差项
    (8.4)式的误差项称为加性误差项。
    一个非线性回归模型是否可以线性化，不仅与回归函数的

形式有关，而且与误差项的形式有关。 
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

        在对非线性回归模型线性化时，总是假定误差项的形

式就是能够使回归模型线性化的形式，为了方便，常常省

去误差项，仅写出回归函数的形式。

        例如把回归模型（8.3）式

y=aeb xeε

简写为                              y=aeb x
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

SPSS软件

给出的10种

常见的可线

性化的曲线

回归方程
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

    除了以上SPSS软件中收入的几种曲线回归外，
另外几种其他常用的曲线回归,例如

1. 双曲函数 

或等价地表示为 
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

(a>0,  b>0)
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

2.  S型曲线 

    此S型曲线当a>0，b>0时，是x的增函数。

    当x→+∞时，y→1/a ;   x→-∞时，y→0。
    y=0与y=1/a是这条曲线的两条渐进线。

    S型曲线有多种，其共同特点是曲线首先是缓慢增长，在达

到某点后迅速增长，在超过某点后又变为缓慢增长，并且趋于

一个稳定值。
    S型曲线在社会经济等很多领域都有应用，例如某种产品的

销售量与时间的关系，树木、农作物的生长与时间的关系等。
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

11精选PPT



§8.1  可化为线性回归的曲线回归

     SPSS软件中的S型曲线y=exp(b0+b1/t):

    当b1<0时是t的增函数，当t从右侧趋于0时，曲线趋于

0；当t→+∞时，曲线以y=exp(b0)为渐进线，属于通常意

义下的S型曲线。

    当b1>0时，曲线在t的正实轴上是t的减函数，不是通

常意义下的S型曲线。

    SPSS软件中的逻辑函数在0<b1<1时也是S型曲线。
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

  例8.1对GDP(国内生产总值)的拟合。我们选取GDP指标

为因变量，单位为万亿元，拟合GDP关于时间t的趋势曲

线。以1981年为基准年，取值为t=1，1998 年t=18，

1981年至1998年的数据如表8.1。

13精选PPT



§8.1  可化为线性回归的曲线回归
年份 t y e

i
y′=lny

1981 1 4862.4 4296.35 566.05 8.489

1982 2 5294.7 5123.04 171.66 8.574

1983 3 5934.5 6108.80 -174.30 8.689

1984 4 7171.0 7284.24 -113.24 8.878

1985 5 8964.4 8685.86 278.54 9.101

1986 6 10202.2 10357.16 -154.96 9.230

1987 7 11962.5 12350.06 -387.56 9.390

1988 8 14928.3 14726.42 201.88 9.611

1989 9 16909.2 17560.04 -650.84 9.736

1990 10 18547.9 20938.89 -2390.99 9.828

1991 11 21617.8 24967.89 -3350.09 9.981

1992 12 26638.1 29772.14 -3134.04 10.190

1993 13 34634.4 35500.81 -866.41 10.453

1994 14 46759.4 42331.77 4427.63 10.753

1995 15 58478.1 50477.13 8000.97 10.976

1996 16 67884.6 60189.80 7694.80 11.126

1997 17 74462.6 71771.35 2691.25 11.218

1998 18 79395.7 85581.38 -6185.68 11.282 14精选PPT



§8.1  可化为线性回归的曲线回归

      1. 直接用SPSS软件的Curve  Estimation命令计算。

首先画出GDP对时间的散点图，见图8.2。 
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

    为了与线性回归的拟合效果直接相比，可以先储存复

合函数回归的残差序列，然后计算出

   复合函数回归的  SSE =262467769=2.625×108，

    R2=1-262467769/11043353279=0.97623，

拟合效果明显优于线性回归，当然应该采用复合函数回归。
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

复合函数回归b0=3603.06,等比系数b1=1.192417，回归方程为

      其中b1=1.192417=119.2417%表示GDP的平均发展速度，

平均增长速度为19.2417% 。

      这里GDP是用的当年现价，在实际工作中可以用不变价

格代替现价；对误差项的自相关做相应的处理；考虑到

GDP的年增长速度会有减缓趋势，可以对回归函数增加适

当的阻尼因子等改进方法。
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归

2.线性化求解法。

  对复合函数y=b0两端取自然对数，得

lny=lnb0+ln(b1) t

令y′=lny, β0=lnb0,β1=ln(b1),

于是得到y′关于t的线性回归方程

y′=β0+β1t

计算出y′=lny的值列在表8.4中，用y′对t做一元线性
回归，输出结果为：
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归
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§8.1  可化为线性回归的曲线回归
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§8.2  多项式回归 

一、几种常见的多项式回归模型 

       一元二次多项式模型yi=β0+β1xi+β11+εi

的回归函数yi=β0+β1xi+β11是一条抛物线方程，通常称

为二项式回归函数。

回归系数β1为线性效应系数，β11为二次效应系数。

    相应地，回归模型  yi=β0+β1xi+β11+β111+εi
称为一元三次多项式模型。
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§8.2  多项式回归 

28精选PPT



§8.2  多项式回归 
二、一个应用例子 

        例8.2   表8.5列出的数据是关于18个35岁～44岁经理的:

    前两年平均年收入 x1（千美元）

    风险反感度 x2

    人寿保险额 y（千美元）

    风险反感度是根据发给每个经理的标准调查表估算得到的；

它的数值越大，风险反感就越厉害。
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§8.2  多项式回归 

       研究人员想研究给定年龄组内的经理年平均收入，风

险反感度和人寿保险的关系。研究者预计，在经理的收入

和人寿保险额之间成立着二次关系，并有把握认为风险反

感度对人寿保险额只有线性效应，而没有二次效应。但是，

研究者对两个自变量是否对人寿保险额有交互效应，心中

没底。因此，研究者拟合了一个二阶多项式回归模型 

  并打算先检验是否有交互效应，然后检验风险反感的

二次效应。
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§8.2  多项式回归 
序号 x

i1
x

i2
 y

i

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

66.290

40.964

72.996

45.010

57.204

26.852

38.122

35.840

75.796

37.408

54.376

46.186

46.130

30.366

39.060

79.380

52.766

55.916

7

5

10

6

4

5

4

6

9

5

2

7

4

3

5

1

8

6

196

63

252

84

126

14

49

49

266

49

105

98

77

14

56

245

133

133
31精选PPT



§8.2  多项式回归 
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§8.2  多项式回归 
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§8.2  多项式回归 
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§8.2  多项式回归 
表8.6
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§8.2  多项式回归 

得最终的回归方程为： 

     括号中的数值是标准化回归系数。

     这样，研究者就可用这个回归方程来进一步研究经理

的年平均收入和风险反感对人寿保险额的效应。从标准

化回归系数看到，年平均收入的二次效应对人寿保险额

的影响程度最大。 
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§8.2  多项式回归
    【例8.3】 维生素C注射液因长期放置会渐变成微黄
色，中国药典规定可以用焦亚硫酸钠等作为抗氧剂。本
实验考虑3个因素，分别是

EDTA（X
1
）

无水碳酸钠（X
2
）

焦亚硫酸钠（X
3
）

    每个因素各取7个水平，选用U
7
（74）均匀设计表，

取其中的第1、2、3列，实验安排与结果见表6.9。   
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§8.2  多项式回归
表6.9   实验设计与结果
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§8.2  多项式回归
首先做线性回归，回归的计算程序参照例6.1，得回归方程

y = 2.63 + 0.77 X
1
 - 0.0524 X

2
 - 0.087 X

3

回归模型的P值=0.1040；

决定系数（R-square）= 83.9% ；

调整的决定系数（AdjR-sq）= 67.8%。

可见线性回归的效果不够好，以下使用二次多项式回归。 
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§8.2  多项式回归
    使用逐步回归，回归方程的具体形式是： 

做变量替换转化为9个自变量的线性回归。
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§8.2  多项式回归
表6.10     回归变量表 
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§8.2  多项式回归

      这个线性回归只有7组观测数据却有10个未知参数，需

要使用逐步回归逐个引入变量。

      在SPSS软件逐步回归模块默认的进入变量P值=0.05，

剔除变量P值=0.10的条件下，逐步回归只进行了一步就结

束了，只选入了自变量x2。为了更全面地了解回归的效果，

可以把进入变量的条件放宽一些。

        用Option选项把进入变量P值改为0.30，剔除变量P值

改为0.50，重新做逐步回归。
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§8.2  多项式回归
表6.12    逐步回归的输出结果（2） 
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§8.2  多项式回归
     此时的逐步回归共进行了5步，依次选入了X

2
， X

22
=    ，

X
3
，X

23
=X

2
 X

3
，X

13
= X

1
 X

3
共5个变量，共计算出5个回归模型:

    第一个回归模型最先选入的是X
2
，说明无水碳酸钠的含量

是最重要的影响因素；

    第二个回归模型再选入的是X
22

=   ，进一步说明无水碳酸

钠的含量是最重要的影响因素，并且说明y与X
2
的关系是非线

性的

    容易求出此方程在X
2
=48.5≈48时达极小值y=0.197，

比第6号实验值y=0.147略高。 
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§8.2  多项式回归
再看第三个回归方程： 

    为使y值最小，X
3
应该最大，取X

3
=1.4，X

2
的取值与X

3

无关，容易求出此方程在X
2
=45.1≈45，X

3
=1.4时达极小值

y=0.074，低于第6号实验值y=0.147。
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§8.2  多项式回归
第四个回归方程是： 

    在回归方程含有X
3
的两项－1.115 X

3
+0.0206 X

2
X

3
中，当

X
2
≤54时是X

3
的减函数，根据对第二和第三两个回归方程的

分析，两个方程中X
2
的最优解分别是48和45，所以有理由认

为X
2
≤54，y是X

3
的减函数，X

3
越大y越小，因此取X

3
=1.4。    

    把X
3
=1.4代入以上方程中，解得X

2
的极小值是

X
2
=43.9≈44，所以第四个回归方程的最优组合是X

2
=44，

X
3
=1.4，此时最优预测值y=0.080，与第三个回归方程的最

优解基本相同。 
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§8.2  多项式回归
第五个方程是： 

         其中包含了变量X
1
，并且是作为与X

3
的交互作用形式出

现，说明EDTA对实验指标本身没有影响，只是通过焦亚硫

酸钠对实验产生弱的影响。仿照对第四个回归方程求最优解

的方法，首先确定X
1
和X

3
是y的减函数，分别取最大值

X
1
=0.12和X

3
=1.4，然后再解得X

2
=41.2≈41。最优预测值

y= －0.128<0 ，可以视为接近0。
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