
专题 18 导数及其应用小题综合

1. 八大常用函数的求导公式

0C （C 为常数）
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2. 导数的四则运算

（1）和的导数：   )()()()( xgxfxgxf 

（2）差的导数：   )()()()( xgxfxgxf 

（3）积的导数：   )()()()()()( xgxfxgxfxgxf  （前导后不导 前不导后导）

（4）商的导数：
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3. 复合函数的求导公式

函数 ))(( xgfy  中，设 )(xgu  （内函数），则 )(ufy  （外函数）
 xu uyy

4. 导数的几何意义

（1）导数的几何意义

导数 )(xf  的几何意义是曲线 )(xf 在某点 ),( 00 yxP 处切线的斜率

（2）直线的点斜式方程

直线的点斜式方程：已知直线过点 ),( 00 yxP ，斜率为 k ，则直线的点斜式方程为：  00 xxkyy 

5. 用导数判断原函数的单调性

设函数 )(xfy  在某个区间内可导，如果 0)(  xf ，则 )(xf 为增函数；如果 0)(  xf ，则 )(xf 为减函

数.

6. 判别 )( 0xf 是极大（小）值的方法

当函数 )(xf 在点 0x 处连续时，

（1）如果在 0x 附近的左侧 0)(  xf ，右侧 0)(  xf ，则 )( 0xf 是极大值；
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（2）如果在 0x 附近的左侧 0)(  xf ，右侧 0)(  xf ，则 )( 0xf 是极小值.

一、单选题

1．（2023·全国·模拟预测）过点 (2,0)作曲线 ( ) e xf x x 的两条切线，切点分别为   1 1,x f x ，   2 2,x f x ，

则 1 2x x  （    ）

A． 2 B． 2 C． 2 D．2

【答案】D

【分析】根据导数的几何意义列式可得
2
0 02 2 0x x   ，再根据韦达定理即可得答案.

【详解】由题意得 ( ) ( 1)e   xf x x ，

过点 (2,0)作曲线 ( ) e xf x x 的两条切线，设切点坐标为  0
0 0 e, xx x ，

则
0

0 0

0
0 2

e( 1)e
x

x xx
x

 


，即 02
0 0( 2 2)e 0xx x   ，

由于 0e 0x  ，故
2
0 02 2 0x x   ， 12 0   ，

由题意可知 1 2,x x 为
2
0 02 2 0x x   的两个解，

故 1 2 2x x  ，

故选：D

2．（2023·福建福州·福州四中校考模拟预测）已知函数   lnf x x x x x a    ，若  f x 有且仅有两个零点，

则实数 a的取值范围为（    ）

A．  1 ,0 0,e
e

   
 

B．
2 ,e
e

  
 

C．
2 ,3
e

  
 

D．
1 ,3
e

  
 

【答案】A

【分析】将题意转化为 y x a  与 lny x x x  存在两个交点，令   lng x x x x  ，对  g x 求导，令   1g x 

或者   1g x   ，求出  g x 斜率为 1 的切线方程，即可求出两条切线在 x 轴上的截距，可得实数 a的取值范

围.
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【详解】解析：由   0f x  可知 lnx a x x x   ，即 y x a  与 lny x x x  存在两个交点，

令   lng x x x x  ，则   lng x x   ，

令   ln 0g x x    ，解得：0 1x  ，令   ln 0g x x    ，解得 1x  ，

所以  g x 在  0,1 上单调递增，在  1, 上单调递减，

令   1g x  ，解得
1
e

x  ，

则  g x 在
1
e

x  处的切线方程为
1
e

y x  ；

令   1g x   ，解得 ex ，则  g x 在 ex 处的切线方程为 ey x   ，

所以 y x a  与   lng x x x x  的图象如下表：

  

且这两条切线在 x 轴上的截距分别为
1 ,e,
e

 实数 a的取值范围为  1 ,0 0,e
e

   
 

.

故选：A.

3．（2023·贵州毕节·校考模拟预测）已知函数   ln
2
xf x x a    与   e x

g x
x



 的图象有交点，则 a的取值

范围为（    ）

A． 2,  B．
1e ,
2

   
C．  , 2 D．

1
2,e

 
 

 

【答案】B

【分析】转化为
eln

2



   
xxa x

x
在 0x  时有解，令    eln 0

2



    
xxh x x x

x
，利用导数判断单调性

可得答案.

【详解】因为函数   ln
2
xf x x a    与   e x

g x
x



 的图象有交点，

所以
eln

2



   
xx x a

x
在 0x  时有解，

eln
2



   
xxa x

x
，



令    eln 0
2



    
xxh x x x

x
，      

2 2

2e 2 e1 1 1
2 22

1 1      






  x xx
h x

x xx
x x x

x
，

令      22 1 0e   xx x x xt x ，

      ''2 1 e 2 1 e 2 1x xt x x x x        e2 e
e

1


  x x

x

x
，

因为 0x  ，所以   ,e1 0 0e   x xx ，可得    e e
0

2 1
e

 



 x x

xt
x

x ，

故  t x 在 0x  上单调递增，又     11 2 1 1 e 1 1 0t        ，

所以当 1x   时   0t x  ，即   0h x  ，  h x 在  , 1  单调递减，

当 1 0x   时   0t x  ，即   0h x  ，  h x 在  1,0 单调递增，

所以    
11 e 11 ln 1 e

2 1 2


       


a h x h .

故选：B.

4．（2023·海南海口·校考模拟预测）已知x 表示不超过 x 的最大整数，x  m 为函数
ln( )
1





x x xf x

x
（x 1）

的极值点，则 f m （ ）

A．
3 3ln 3

2


B．
4 4ln 4

3


C．
5 5ln 5

4


D．
6 6ln 6

5


【答案】A

【分析】求导函数  2
ln 2( )

1
x xf x

x
  


 ，令 ( ) ln 2g x x x   ， 1x  ，求导从而可确定 ( )g x 的零点取值情况，

即可得函数 ( )f x 的极值点的估计值，从而可求 f m ．

【详解】函数
ln( )
1





x x xf x

x
， 1x  ，则

    
   2 2

2 ln 1 ln ln 2( )
1 1

x x x x x x xf x
x x

     
 

 


令 ( ) ln 2g x x x   ， 1x 

则
1( ) 1 0g x
x

    ，所以 ( )g x 在 (1, ) 上单调递增，

因为  3g 1 ln 3 0   ，  4g 2 ln4 0  

所以，函数 ( ) ln 2, ( 1)g x x x x    存在唯一零点 0 (3,4)x  ． 

x
0(1, )x 0(x , )



 f x  

( )f x 单调递减 单调递增

所以 0 (3, 4)x x  是函数 ( )f x 的极小值点，即 0 (3, 4)m x  ， ([ ]) (3)f m f 3 3ln 3
2


 ．

故选：A．

5．（2023·重庆巴南·统考一模）已知偶函数  f x 满足    4 4f x f x   ，  0 1f   ，且当  0,4x  时，

  lnxf x
x

 .若关于 x 的不等式  f x a 在 48,48 上有且只有60 个整数解，则实数 a的取值范围是（    ）

A．  1,0 B．
ln20,
2

 
 

C．
ln21,
2

  
 

D．
ln2 ln3,
2 3

 
 

【答案】B

【分析】分析可知，函数  f x 是周期为8的周期函数，由题意可得关于 x 的不等式  f x a 在 0,8 上有且

只有5个整数解，数形结合可得出实数 a的取值范围.

【详解】因为偶函数  f x 满足    4 4f x f x   ，则    4 4f x f x   ，即    8f x f x  ，

所以，函数  f x 是周期为8的周期函数，

当  0,4x  时，   2

1 ln xf x
x

  ，令   0f x  ，可得 ex .

由 ( ) 0f x¢ > 可得0 ex  ，由   0f x  可得 e 4x  .

所以，函数  f x 在  0,e 上单调递增，在  e,4 上单调递减，

因为关于 x 的不等式  f x a 在 48, 48 上有且只有60 个整数解，

则关于 x 的不等式  f x a 在 0,8 上有且只有5个整数解，如下图所示：

  

因为    ln 4 2ln 2 ln 24 2
4 4 2

f f    ，且    6 2f f ，

又因为    3 4f f ，所以，要使得不等式  f x a 在 0,8 上有且只有5个整数解，



则这五个整数解分别为3、5、 2、 4、6，

所以，    2 1f a f  ，即
ln 20
2

a  ，

故选：B.

【点睛】关键点点睛：本题考查利用不等式的整数解的个数求参数的取值范围，解题的关键在于作出函数

的图象，明确整数解是哪些整数，再结合图形求解.

6．（2023·福建宁德·校考模拟预测）将一个半径为 2 的球削成一个体积最大的圆锥，则该圆锥的内切球的半

径为（    ）

A．
3 1
3
 B．  2 3 1

3



C．  2 3 1

3


D．

 4 3 1

3



【答案】D

【分析】设圆锥的底面半径为 r ，则圆锥的高为 22 4 r  ，表示出圆锥的体积，换元后利用导数可求出体

积的最大值，从而可求出圆锥的底面半径和高，再求出母线长，作出圆锥的截面，然后利用三角形相似可

求出圆锥内切圆的半径.

【详解】设圆锥的底面半径为 r ，则圆锥的高为 22 4 r  ，

所以圆锥的体积  2 21 π 2 4
3

V r r   ，

令 24t r  （0 2t  ），则 2 24r t  ，

所以     2 3 21 1( ) π 4 2 π 2 4 8
3 3

V t t t t t t        ，

则     21 1( ) π 3 4 4 π 2 3 2
3 3

V t t t t t         ，

当
20
3

t  时，   0V t  ，当
2 2
3

t  时，   0V t  ，

所以  V t 在
20,
3

 
 
上递增，在

2 ,2
3

 
 
 

上递减，

所以当
2
3

t  ，即
4 2

3
r  时，圆锥的体积最大，此时圆锥的高为

8
3
，母线长为

2 24 2 8 4 6
3 3 3

l
            

，

设圆锥的内切球半径为 R ，圆锥的截面如图所示,

则
8 4 6 4 2, ,
3 3 3

AD AC DC   ，
8
3

AO R  ，OD OE R  ，



因为 AOE△ ∽ ACDV ，所以
OE AO
CD AC

 ，

8
3

4 2 4 6
3 3

RR 
 ，解得

 4 3 1

3
R


 ,

故选：D

【点睛】关键点点睛：此题考查圆锥的内切球问题，解题的关键是表示出圆锥的体积，化简后利用导数求

出其最大值，从而可确定出圆的大小，考查空间想象能力和计算能力，属于较难题.

7．（2023·江苏南京·南京市第一中学校考模拟预测）已知函数   e lnxf x x  ，  g x ax b  ，  0,x   ，

   f x g x 恒成立，则 a b 的最大值为（    ）

A． e B．1 C． 1 D． e

【答案】A

【分析】令       e lnxh x f x g x x ax b      ，其中  0,x   ，分析可知，存在  0 0,x   ，使得

  0
0

0

1e 0xq x a
x

    ，可得出
0

0

1exa
x

  ，由题意可得出  0 0h x  ，可得出   0
0 01 e ln 1xb x x    ，由此

可得出   0
0 0

0

12 e ln 1xa b x x
x

      ，令     12 e ln 1xn x x x
x

     ，其中 0x  ，利用导数求出函数  n x

的最大值，即为 a b 的最大值.

【详解】令       e lnxh x f x g x x ax b      ，其中  0,x   ，则   1exh x a
x

    ，

令   1exp x a
x

   ，其中 0x  ，则   2

1e 0xp x
x

    ，

故函数   1exh x a
x

    在  0,  上为增函数，

①当 a<0时，  1 e 1 0p a    ， e 1 1a   ，则
10 1

e 1a
 

 
，

所以，  
1 1

e 1 e 11 e e 1 e e 1 0
e 1

a ap a a
a

                
，



所以，存在 0
1 ,1

e 1
x

a
    

，使得  0 0p x  ；

②当 0a  时，   1exp x
x

  ，则  1 e 1 0p    ，
1 e 2 0
2

p      
 

，

所以，存在 0
1 ,1
2

x   
 

，使得  0 0p x  ；

③当 0a  时，令   e 1xq x x ax   ，则  0 1 0q    ，

令   e 1xm x x   ，则   e 1xm x   ，

当 0x  时，   0m x  ，此时函数  m x 单调递减，

当 0x  时，   0m x  ，此时函数  m x 单调递增，

所以，    0 0m x m  ，即 e 1x x  ，当且仅当 0x  时，等号成立，

所以，      ee e e e 1 e e 1 e 1 e e e 1 0
aa a a a a a a a aq a a a              ，

所以存在  0 0,eax  ，使得  0 0q x  ，即    0
0

0

0
q x

p x
x

  .

由上可知，对任意的 a  R ，存在  0 0,x   ，使得   0
0

0

1e 0xq x a
x

    ，

当 00 x x  时，   0h x  ，此时函数  h x 单调递减，

当 0x x 时，   0h x  ，此时函数  h x 单调递增，

所以，     0 0 0
0 0 0 0 0

0

1e ln e ln ex x xh x h x x ax b x x b
x

 
          

 

  0
0 01 e ln 1 0xx x b      ，则   0

0 01 e ln 1xb x x    ，

所以，    0 0 0
0 0 0 0

0 0

1 1e 1 e ln 1 2 e ln 1x x xa b x x x x
x x

            ，

令     12 e ln 1xn x x x
x

     ，其中 0x  ，

所以，      2 2

1 1 11 e 1 ex xn x x x
x x x

         
 

，

当0 1x  时，   0n x  ，此时函数  n x 单调递增，

当 1x  时，   0n x  ，此时函数  n x 单调递减，

所以，    max
1 en x n  ，即 a b 的最大值为 e .



故选：A.

【点睛】方法点睛：求函数  f x 在区间 ,a b 上的最值的方法：

（1）若函数  f x 在区间 ,a b 上单调，则  f a 与 ( )f b 一个为最大值，另一个为最小值；

（2）若函数  f x 在区间 ,a b 内有极值，则要求先求出函数  f x 在区间 ,a b 上的极值，再与  f a 、 ( )f b

比大小，最大的为最大值，最小的为最小值；

（3）若函数  f x 在区间 ,a b 上只有唯一的极大点，则这个极值点就是最大（最小）值点，此结论在导数

的实际应用中经常用到.

8．（2023·福建三明·统考三模）已知函数    2log 4 4 1xf x x    ，设
19
10

a f    
 

，
1tan

10
b f    

 
，

11ln
10

c f    
 

，则 a，b ， c的大小关系为（    ）

A．b<c<a B． a c b  C．b a c  D． c<a<b

【答案】C

【分析】首先分析函数  f x 的单调性和对称性，根据函数  f x 的性质，再研究
19 1 11, tan , ln
10 10 10

与对称轴 1x 

的距离即可求解.

【详解】由题意：       1
2 2 2 2 21

4 4 2 2log 4 4 1 log 4 4 log 2 log log
2 2 2

x x
x x x

x xf x x 


 
          

 
，

       
1 1

2 2 2 21 1

2 2 2 21 log log 2 2 , 1 log log 2 2
2 2 2 2

x x
x x x x

x xf x f x
 

 
 

   
            

   
，

   1 1 , 1f x f x x    Q 是  f x 的对称轴；

设  1 2, 1,x x   ，   2 2
2 2

x

xg x   ，并且 2 1x x ， 则

     
2 1

2 1

2 1 1 22 1
2 2 2 2 1 22 2
2 2 2 2 2 2

x x
x x

x x x xg x g x 
         
 

，显然 2xy  是增函数， 1 2 2x x  ，

 1 22 4x x  ， 2 12 2x x ，    2 1 0g x g x   ，即当 1x  时，  g x 是增函数，    2logf x g x ，根据复合函

数单调性规则：同增异减，  f x 在 1x  时是增函数，

根据对称性，当 1x  时，  f x 是减函数；

下面分析自变量
19 1 11, tan , ln
10 10 10

x  时与 1x  的距离，显然距离越大，对应的函数值越大，



19 91
10 10

  ；

设   tanh x x x   ，则  
2

'
2 2

1 1 cos1 0
cos cos

xh x
x x


     ，  h x 是增函数，又  0 0h  ，所以当 0x  时，

  0h x  ，即 tan x x ， 1 1 πtan tan 1
10 10 4

   ，

1 91 tan
10 10

   ；

设    ln 1p x x x   ，则  ' 1 1
1 1

xp x
x x


  

 
，当 0x  时，  p x 是减函数，又  0 0p  ，所以 0x  时，

  0p x  ，

即  ln 1x x  ，
11 1 1ln ln 1
10 10 10

     
 

，又
11 111, ln 0
10 10

    
 

，
11 91 1 ln
10 10

    ；

c a b   ；

故选：C.

【点睛】本题难度较大，分析问题的出发点是函数  f x 的图像，然后要运用缩放法对自变量 x 与对称轴 1x 

的距离做出比较，其中    ,h x p x 是对正切函数和对数函数的一个常用的缩放，需要掌握.

9．（2023·山西运城·山西省运城中学校校考二模）已知函数    2 2ln e exf x x   ，若

1
3 1 4e , ,

3 3
a f b f c f

            
    

，则（    ）

A． a b c  B．b a c 

C． c a b  D． c b a 

【答案】B

【分析】利用导数得 ( )f x 在 ( ,1) 上为减函数，在 (1, ) 上为增函数，由
1
3 4e 1

3
  可得 a c ，利用

(2 ) ( ) 0f x f x   恒成立，得
1 5( ) ( )
3 3

f f ，再根据
1
35 e 1

3
  可得b a .

【详解】 ( )f x 的定义域为R ，
2

2 2

1( ) 2e 1
e e

x
xf x   



2 2

2 2

e e
e e

x

x





，

令 ( ) 0f x  ，得 1x  ，令 ( ) 0f x  ，得 1x  ，

所以 ( )f x 在 ( ,1) 上为减函数，在 (1, ) 上为增函数，

因为
34 64 51 e

3 27 2
     
 

，所以
1
3 4e 1

3
  ，所以

1
3 4(e ) ( )

3
f f ，即 a c .

因为
2(2 ) 2(2 ) ( ) ln e e (2 )xf x f x x         2 2ln e ex x  



4 2 2

2 2

e eln 2 2
e e

x

x x
 

  


2 2 2 2

2 2

e (e e )ln 2 2
e e

x x

x x
 

  


2 2ln e 2 2x x   2 2 2 2 0x x     ，

所以 (2 ) ( )f x f x  ，

所以
1 1 5( ) (2 ) ( )
3 3 3

f f f   ，

因为
35 125( ) e

3 27
  ，所以

1
35 e 1

3
  ，

又因为 ( )f x 在 (1, ) 上为增函数，所以
1
35( ) (e )

3
f f ，即

1
31 5( ) ( ) (e )

3 3
f f f  ，

所以b a ，

综上所述：b a c  .

故选：B

【点睛】关键点点睛：推出 (2 ) ( )f x f x  恒成立，得
1 5( ) ( )
3 3

f f 是解题关键.

10．（2023·河北沧州·校考模拟预测）已知直线 y kx b  与曲线 e 2xy   和曲线  2ln ey x 均相切，则实数 k

的解的个数为（    ）

A．0 B．1 C．2 D．无数

【答案】C

【分析】由题意可求得直线 y kx b  与曲线 e 2xy   和曲线  2ln ey x 分别切于点  ln , 2A k k  ，

 1 1, ln 2 0B k
k k

   
 

，则

n
1ln

l kk

k

k

k






，化简后得 ln ln 1 0k k k k    ，然后将问题转化为方程

ln ln 1 0k k k k    解的个数，构造函数    ln ln 1 0g k k k k k k     ，利用导数和零点存在性定理可求

得其零点的个数，从而可得答案.

【详解】根据题意可知，直线 y kx b  与曲线 e 2xy   和曲线  2ln ey x 都相切，

所以对于曲线 e 2xy   ，则 exy k   ，所以 lnx k ，

所以切点  ln , 2A k k  ，

对于曲线  2ln ey x ，则  1 0y k x
x

    ，所以
1x
k

= ，

切点  1 1, ln 2 0B k
k k

   
 

，易知 A,B 不重合，

因为公切线过 ,A B两点，所以

1ln ln
1 1ln ln

A B

A B

ky y k kkk
x x k k

k k

 
  

  
，



进而可得 ln ln 1 0k k k k    ，

令    ln ln 1 0g k k k k k k     ，则    1ln 0g k k k
k

    ，

令
1( ) ( ) ln ( 0)k g k k k
k

     ，则 2

1 1( ) 0( 0)k k
k k

    

所以  g k 在 (0, ) 单调递增，

因为     11 1 0, e 1 0
e

g g       ，

所以存在 0k 使得 0
0

1ln 0k
k

  ，即 0
0

1ln k
k

 ，

所以当 00 k k  时，   0g k  ，当 0k k 时，   0g k  ，

所以  g k 在  00,k 上单调递减，在  0 ,k  上单调递增，  0 1,ek  ，

故    0 0 0 0 0min
ln ln 1g k g k k k k k     .

又因为 0
0

1ln k
k

 ，

所以   0 0 0min
0 0 0

1 1 11 0g k k k k
k k k

         ，

当 2k e 时，  2 2 2 2 2 2e e ln e ln e e 1 e 3 0g        ，

因为      2
0 01,e , e 0k g k g  ，

所以在  2
0 , ek 内存在 1k ，使得  1 0g k  ，

当 2

1
e

k  时，   2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 3ln ln 1 1 0
e e e e e e

g k g           
 

，

因为  0 1,ek  ，  0 2
1 0
e

g k g    
 

，

所以在 02
1 ,
e

k 
 
 

内存在 2k ，使得  2 0g k  ，

综上所述，存在两条斜率分别为 1k ， 2k 的直线与曲线 e 2xy   和曲线  2ln ey x 都相切，

故选：C.

【点睛】关键点点睛：此题考查导数的综合应用，考查导数几何意义，考查利用导数解决函数零点问题，

解题的关键是求出两切点的坐标后，将问题转化为方程 ln ln 1 0k k k k    解的个数问题，然后构造函数，

利用导数和零点存在性定理解决，考查数学转化思想和计算能力，属于难题.

二、多选题



11．（2023·湖北武汉·华中师大一附中校考模拟预测）已知函数  y f x 和  y g x 的图像都是R 上连续不

断的曲线，如果    f x g x ，当且仅当 1x  时    1 1 1f g  ，那么下列情形可能出现的是（    ）

A．1 是  f x 的极大值，也是  g x 的极大值 B．1 是  f x 的极大值，也是  g x 的极小值

C．1 是  f x 的极小值，也是  g x 的极小值 D．1 是  f x 的极小值，也是  g x 的极大值

【答案】ABC

【分析】由题意构造函数图象满足题干依次判定选项即可.

【详解】对于 A 选项，构造如图所示图象，则 A 选项正确；

  

对于 B 选项，构造如图所示图象，则 B 选项正确；

  

对于 C 选项，构造如图所示图象，则 C 选项正确；

  

对于 D 选项，因为 1 是  f x 的极小值，则在 1 的附近存在 1x ，使得    1 1f x f ，

又 1 也是  g x 的极大值，则在 1 的附近存在 2x ，使得    21g g x ，

所以在 1 的附近存在 1x 与 2x ，使得    1 2f x g x ，不合题意，故 D 错误.

故选：ABC.

12．（2023·广东深圳·深圳市高级中学校考模拟预测）对于函数  f x 和  g x ，设



     1 20 , 0x x f x x x g x   ∣ ∣ ，若存在 1 2,x x ，使得 1 2 1x x  ，则称  f x 与  g x 互为“零点相邻函数”.

若函数   3e 4xf x x   与   lng x x mx  互为“零点相邻函数”，则实数m 的值可以是（    ）

A．
ln5
5

B．
ln3
3

C．
ln2
2

D．
1
e

【答案】BCD

【分析】根据零点的定义求函数  f x 的零点 1x ，由定义可得函数  g x 的零点 2x 的范围，结合函数解析式，

转化为含参方程有解问题，求导，可得答案.

【详解】由题意，可得   1 3
1 1e 4 0xf x x    ，  2 2 2ln 0g x x mx   ，

易知 1 3x  ，则 23 1x  ， 22 4x  ，

则
2

2

ln xm
x

 在 22 4x  有解，

求导得：
2

2
2

1 ln xm
x

  ，令 0m  ，解得 2 ex  ，可得下表：

2x  2,e e  e,4

m  0 

m Z 极大值 ]

则当 2 ex  时，m 取得最大值为
1
e
，

2
ln 22,
2

x m  ， 2
ln 4 ln 24,
4 2

x m  

则m 的取值范围为
ln 2 1,
2 e

 
  

，

设
ln xy

x
 ， ex ，则 2

1 ln 0xy
x

   ，

所以函数
ln xy

x
 在  e,+ 上单调递减，所以

ln 5 ln 4 ln 2 ln 3 1
5 4 2 3 e

    ，

所以m 的值可以是
ln2
2

，
ln3
3

，
1
e

.

故选：BCD.



【点睛】“新定义”主要是指即时定义新概念、新公式、新定理、新法则、新运算五种，然后根据此新定义

去解决问题，有时还需要用类比的方法去理解新的定义，这样有助于对新定义的透彻理解.但是，透过现象

看本质，它们考查的还是基础数学知识，所以说“新题”不一定是“难题”，掌握好三基，以不变应万变才是制

胜法宝.

13．（2023·广东·校联考模拟预测）已知函数   1e lnxf x x  ，则过点  , ( 0)a b a  恰能作曲线  y f x 的两

条切线的充分条件可以是（    ）

A． 2 1 1b a   B． 2 1 1b a  

C．   2 1 1f a a   D．  2 1 1a f a  

【答案】AB

【分析】设切点坐标为 0 1
0 0( ,e ln )xx x  ，则有

0 01 1
0 0

0

1e ln (e )( )x xx b x a
x

      ，所以问题转化为方程

0 1
0 0 0

0

e ( 1) ln 1 0( 0)x ax a x b x
x

         恰有两个解，令
1( ) e ( 1) ln 1 ( 0)x ag x x a x b x

x
        ，然后利

用导数求解其零点即可.

【详解】由   1e lnxf x x  ，得
1 1( ) e ( 0)xf x x

x
    ，

设切点为 0 1
0 0( ,e ln )xx x  ，则切线的斜率为

0 1

0

1exk
x

  ，

所以有
0 01 1

0 0
0

1e ln (e )( )x xx b x a
x

      ，

整理可得：
0 1

0 0 0
0

e ( 1) ln 1 0( 0)x ax a x b x
x

         ，

由题意可知：此方程有且恰有两个解，令
1( ) e ( 1) ln 1 ( 0)x ag x x a x b x

x
        ，

     1 1 2 ; 0, ; , ;g b a x g x x g x          ，

1 1
2 2

1 1( ) e ( ) ( )(e )( 0)x xag x x a x a x
x x x

          ，

令
1

2

1( ) e ( 0)xF x x
x

   ，则
1

3

2( ) e 0( 0)xF x x
x

     ，

所以 ( )F x 在 (0, ) 上单调递增，因为 1 1(1) e 1 0F    ，

所以当0 1x  时， ( ) 0F x  ；当 1x  时， ( ) 0F x  ，

①当 1 2 1 1a    ，即 0 1a  时，

当0 x a  时， ( ) 0g x  ，则函数 ( )g x 单调递增，

当 1 a x 时，            0, 1 , 2 1 , 2 1g x g a g b f a b a f a a      ，函数 ( )g x 单调递减，



当 1x  时， ( ) 0g x  ，则函数 ( )g x 单调递增，

所以只要 ( ) 0g a  或 (1) 0g  ，即  1e lnab a f a   或 2 1 ( 1,1)b a    ；

②当 2 1 1a   ，即 1a  时，





当0 1x  时， ( ) 0g x  ，则函数 ( )g x 单调递增，

当1 x a  时，        0, 1 , 2 1,g x g g a f a a  函数 ( )g x 单调递减，

当 x a 时， ( ) 0g x  ，则函数 ( )g x 单调递增，

当 x a 时， 1( ) e lnag a b a   ，

所以只要 (1) 0g  或 ( ) 0g a  ，由 (1) 0g  可得： 2 1 1b a   ，

由 ( ) 0g a  得 1e ln ( )ab a f a   ；

③当 1a  时，
1

2

1( ) ( 1)(e ) 0xg x x
x

     ，所以函数 ( )g x 在 (0, ) 上单调递增，

所以函数至多有一个零点，不合题意；

综上：当 0 1a  时，   2 1 1b f a a    或 2 1 1b a   ；

当 1a  时， 2 1 1b a   或   2 1 1b f a a    ，

所以选项 A 正确，B 正确，C 错误，D 错误，

故选：AB

【点睛】关键点睛：解题的关键是根据题意将问题转化为方程
0 1

0 0 0
0

e ( 1) ln 1 0( 0)x ax a x b x
x

         恰

有两个解，构造函数
1( ) e ( 1) ln 1 ( 0)x ag x x a x b x

x
        ，再次将问题转化为此函数有两个零点，然后

利用导数通过分析其单调性可求得结果.

14．（2023·山东泰安·校考模拟预测）已知函数    3 2lnf x x a x x   ，若不等式   0f x  有且只有三个整

数解，则实数 a的取值可以为（    ）

A．
ln5
100

B．
ln2
25

C．
ln2
24

D．
ln5
24

【答案】AB

【分析】依题意可得不等式  2
ln 1x a x
x

  有且只有三个整数解，令   2

ln xg x
x

 ，利用导数判断函数的单调性，

再由  1 0g  且函数  1y a x   0x  的图象恒过点  1,0 ，作出两函数的图象，依题意可得
   
   
4 1 4
5 1 5

a g
a g

  
  

，

即可求出参数的取值范围.

【详解】因为    3 2lnf x x a x x   定义域为  0,  ，由   0f x  ，

可得  2
ln 1x a x
x

  ，



即不等式  2
ln 1x a x
x

  有且只有三个整数解，

令   2

ln xg x
x

 ，则   2

1 2ln xg x
x

  ，所以当0 ex  时   0g x  ，

当 ex  时   0g x  ，则  g x 在  0, e 上单调递增，在  e, 上单调递减，

又  1 0g  ，

所以当0 1x  时   0g x  ，当 1x  时   0g x  ，

易知函数  1y a x   0x  的图象恒过点  1,0 ，

在同一平面直角坐标系中作出  1y a x   0x  与   2

ln xg x
x

 的图象如下图所示：

  

由题意及图象可知 0a  ，要使不等式  2
ln 1x a x
x

  有且只有三个整数解，

则
   
   
4 1 4
5 1 5

a g
a g

  
  

，即

ln 43
16
ln 54
25

a

a

 

 


，解得
ln 5 ln 2
100 24

a  ，

故符合题意的有 A、B.

故选：AB

【点睛】关键点睛：本题解答的关键是转化为不等式  2
ln 1x a x
x

  有且只有三个整数解，利用导数得到函数

的单调性，再数形结合得到不等式组.

15．（2023·福建福州·福建省福州第一中学校考三模）定义在 R 上的函数  f x ，  g x 的导函数为  f x ，

 g x ，  1y f x  是偶函数.已知    2 1 8f x g x   ，    1 0f x g x    ，则（    ）

A．  y f x 是奇函数 B．  y g x 图象的对称轴是直线 2x 

C．  3 0f   D．  
2013

1

cos 1
2n

n g n


 
 



【答案】ABC

【分析】对于 A，利用题中条件解出 ( ) ( 1) (1 )f x g x g x     ，利用奇函数得定义即可；
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