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序言——数学与数学文化
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3. 数学是人类文化最重要的部分



数学最基本的特征：

    （1）抽象性

    （2）逻辑演绎性

    （3）应用的广泛性

    （4）语言性

    （5）教育的深刻性

1. 数学的基本特征



（1）数学的抽象性

   提起数学的抽象性，每个人都有深刻的体会。例如，数字

“3”,不是“3个人”、“3个苹果”等具体物件的数量，而是

完全脱离了这些具体事物的抽象的“数”。

   数学中研究的形——三角形、四边形等，也不是三角板、长

方形纸片或足球场等具体形状，而是与这些具体事物完全无关

的、抽象的“几何图形”。



数学中的等式“3=3”，也是完全抽象的。如果我们说，3

公斤干枯的杨树叶等于3公斤黄金，大家一定会发出一片嘘声。

但是“3=3”并没有告诉我们左边的3是黄金还是杨树叶。当然，

我们更不用说今天的代数数论、抽象代数学、拓扑学等现代数

学分支了。

     为什么数学必须是抽象的？它具体点可以么？事实上，数

学的抽象性主要是由于数学研究的对象。数学是模式的科学，

它研究事物及其相互间量的关系。它必须抛开事物具体的物理

特征，而仅研究事物所具有的量的关系。还是让我们通过例子

来说明吧。



例1 七桥问题

    18世纪时,帕瑞格河从哥尼斯堡(现属于俄罗斯)城中流过,河中

有两个岛,把该城分为四个部分，河上7座桥，

将两岸和岛连接，如图1所示。城里的人从

桥上走来走去，有人便提出这样一个疑问：

一个人能否依次走过所有的桥，而每座桥

只走一次？如果可以的活，这个人能否还

回到原来出发地?这就是有名的“七桥问题”。许多人都在试验，每

天都有许多人在想法“不重复地走遍”所有这七座桥。但是，没有

人能够完成这一“壮举”。这个问题有答案么？ 

图1



  

图2

图3

    欧拉把问题抽象为：把城市的4个部分不

断缩小，最后都缩成一点，而把连接两部分

陆地的桥，设想成连接这两点的一条线，于

是得到一个“图”，如图2（或图3）所示。

于是，原来的问题就变为：这个图能否一笔

画成而不重复？如果可以的话，起点是否与

终点重合？



几个定义

   由彼此相连接的顶点和边组成的部分图形(子图)，称为图的

一条“链”或“路”。如果一条路首尾相连，则称为回路，或

环。 

   一个图,如果每两个顶点都有且只有一条边相连，则称之为

“完全图”。如果图G的一条链，包含了G的所有顶点和边，则

称之为“欧拉链”；特别地，如果一条回路包含G的所有顶点和

边,则称之为“欧拉回路”。于是，七桥问题就变成：图2是否

为一个欧拉链？或者，它是否为一个欧拉回路？



几个定义

   为此，需要关于顶点的几个概念。

   一个顶点所聚集的边的数目,称为该顶点的“度”。顶点的

度是奇数,称为“奇顶点”；顶点的度是偶数,称为“偶顶点

”。

   关于一个图是否为欧拉链或者欧拉回路，有一个简单的判定

准则。我们把它写成定理的形式：



定理

定理1(欧拉回路判定准则)一个连通图(图中任何两个顶点

都能够用一条链来连接)是欧拉回路的充要条件是它的奇顶点的

个数是0或2。

由此可以得到图是否可以一笔画的判定准则:

定理2(一笔画判定准则) 如果一个图上的奇顶点的个数是

0或2,该图就可以一笔画,否则不能一笔画。特别地,若奇顶点的

个数为0,即图上没有奇顶点,则该图不仅可以一笔画,而且起点

还能与终点重合。



据此，对于上述七桥问题很容易得出结论：因为图上的4

个点都是奇顶点，所以它不是欧拉回路，也不是欧拉链，所以

它不能一笔画。从而知道哥尼斯堡七桥问题的答案是否定的。

这就是数学中的抽象过程，陆地再大再广，在所研究的问

题中作用并不大，它们与一个点的作用相当。桥也不管长短曲

直与宽阔，完全可以用一条曲线代替。抽象的结果，走路问题

变成了一笔画问题。



数学抽象方面的特点
:

第一，在抽象中只保留量的关系和空间形式而舍弃了其他一切。

   第二，数学的抽象是经过一系列阶段而产生的；抽象程度大大超

过了自然科学中一般的抽象。数学中许多概念是在抽象概念之上的

抽象。例如，群的概念。

   第三，数学抽象的特殊性在于数学对象是借助于明确的定义建构

的；在严格的数学研究中，我们都只能依据相应的定义和推理规则

进行，而不能求助于直观。例如，“虚单位i”就是人们为了满足运

算而构造出来的。



（2）数学的逻辑演绎性

获取知识有很多方法，经验的方法、归纳的方法、类比的方法。    

   远古时期的数学公式由经验积累而成。例如，古人对许多图形求

面积的方法就是在多次反复体验的基础上得出来的。

   类比的方法也在很多场合运用，如数学以平面的性质类比得出立

体空间的性质。当然这些类比得到的结果还必须进行证明。



使用得更为广泛的另一种推理方法是归纳法。归纳过程的

本质在于：在有限的几个例子的基础上概括出一些总是正确的

结论。 归纳法在科学实验中是基本的推理方法。尽管由归纳推

理得出的结论，似乎被事实证明是正确的，但还不能说这些结

论就确定无疑。归纳推理的方式还有其它的限制。比如我们不

能采用归纳方法将一项未经试验的法律对社会的作用作出结论。



演绎法：

数学中还有一种更重要的获取知识的方法，这就是古希腊人

发展的演绎法。所谓演绎法是一种运用理性思维形式从一些普遍性

结论或一般性原理中推导出个别性结论的论证方法。例如，在数学

上，从原始概念和公理出发，运用演绎思维得出一些定理，然后再

依据这些定理以及定义等继续进行推理论证，得出一个比较完整的

数学理论系统。欧几里得几何学是世界上第一个演绎推理系统，它

从几个不证自明的公理与一些基本定义出发，运用演绎推理方法，

得到一系列几何（数学）定理，形成一个完整的公理化体系。



演绎法：

    演绎法有很多优点:

    首先，如果前提确定无疑则结论也确定无疑；

    其次，与试验相反，即使不利用或缺乏昂贵的仪器，演绎

也能进行下去；

    再次，在行动之前，用演绎推理我们就已经知道结论。



演绎法具有的这些优点，使得它有时成了唯一有效的方法。

例如，计算天文距离不可能使用直尺，而且试验也只能使我们

局限在很小的时空范围内，但是演绎推理却可以对无限的时空

进行研究。    

   我们说数学是精确的，如“3+5=8”, 是精确的,不是近似的，

估计的；欧氏几何定理“三角形三内角之和等于180°”，是从

几何公理和定理，经过逻辑推导出来的。数学的精确性，来源

于数学的演绎推理。



 设有10本书，共3类，文学类（A类），史学类（B类）、数

学类（C类），证明至少有一类书有4本或4本以上。这个问题很容

易通过反证法证明。

假设A类、B类、C类的书都不超过3本，那么所有的书加起

来就不超过9本。这与有10本书相矛盾。所以，至少有一类书超过

3本，即4本或4本以上。

这个问题相当于：有10件物品，装在3个抽屉里，那么有一

个抽屉至少有4件物品。这是一个具体的抽屉原理问题，看似很简

单，却很有用。

例2 抽屉原理的应用



    从古希腊开始，演绎的方法过去一直是数学中“唯一”被承认

的方法，归纳的方法几乎被赶出了数学的家园。但是在近年，我国

数学家吴文俊院士、张景中院士等却发展了一种“例证法”——用

演绎来支持归纳。

    例如，证明恒等式：                我们用    代入上式，

两边都是 ；用    代入上式，两边都是 ；用    代入上式，两边

都是  。这就已经证明了上式一定是恒等式。这是因为如果它不是

恒等式，它一定是一个二次或一次代数方程，那么它最多只有两个

根。现在        都是根，说明它不是方程而只能是恒等式。



华罗庚：宇宙之大，粒子之微，火箭之速，化工之巧，

地球之变，生物之谜，日用之繁，数学无处不在。

（3）数学应用的广泛性



哈雷彗星的发现

          

古时人们认为彗星的出现是不祥之兆，直到17世纪，英国

天文学家哈雷开始计算彗星轨道时，发现1682年、1607年和

1531年出现的彗星有相似的轨道，他判断这三颗彗星其实是同

一颗彗星，并预言它将在1758年底或1759年初再次出现。1759

年，这颗彗星果然出现了。虽然哈雷已在此前的1742年逝世，

但为了纪念他，这颗彗星称为“哈雷彗星”。

哈雷彗星的回归周期为76年，最近一次的回归是在1986年；

下一次回归是在2062年。
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