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第四章   整数规划
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• 整数规划的数学模型及解的特点

• 解纯整数规划的割平面法

• 分支定界法

• 0-1型整数规划

• 指派问题
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整数规划问题

• 投资组合问题

• 背包问题

n 应用案例
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n 投资组合问题背景

• 证券投资：把一定的资金投入到合适的有价证券上以规避风险并获得最
大的利润

• 项目投资：财团或银行把资金投入到若干项目中以获得中长期的收益最
大。

应用案例应用案例

• 某财团有B万元的资金，经考察选中 n 个投资项目，每个项目
只能投资一个。其中第    个项目需投资金额为      万元，预计5

年后获利         万元                         ，问应如何选择项目使得5年
后总收益最大？

n 投资组合问题案例
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l 投资组合问题模型

l 变量—每个项目是否投资，xj=1---第j个项目投资，xj=0---第j个

项目不投资

l 约束—总金额不超过限制
l 目标—总收益最大

投资组合问题
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背包问题
• 邮递包裹----把形状可变的包裹用尽量少的车辆运走
• 旅行背包----容量一定的背包里装尽可能的多的物品

n 例1：背包问题实例
• 有三个旅行包，容积大小分别为1000毫升、1500毫升和2000毫升。根据
需要，必带物品共有7件，其体积大小分别为400、300、150、250、45

0、760、190(单位毫升)。尚有10件可带可不带，如果不带将在目的地
购买，通过网络查询得知其在目的地的价格（单位元）。这些物品的容
量及价格分别见下表，试给出一个合理的安排方案（未带物品购买费用
最小）把物品放在三个旅行包里。

物
品 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

体
积

200 350 500 430 320 120 700 420 250 100

价
格

15 45 100 70 50 75 200 90 20 30
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n 背包问题模型

   变量设计：
• 对每个物品，确定是否要带，同时还要确定放在哪个包裹里。
• 若增加一个虚拟的包裹，把不带的物品放在里面，则问题就
转化为确定每个物品放在哪个包裹里。

• 因此，可设变量为第 i 个物品是否放在第 j 个包裹中

背包问题

设： rj  ---为包裹  j 的容量限制
       ci  ---为每 I 个物体的体积
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n 约束
      包裹容量限制：
          

      必带物品限制：

          

      选带物品限制：

n 目标函数

     未带物品购买费用最小

– pi表示第i种物品的价格

背包问题

未带物品（值为0）
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n 背包问题模型

s.t.

背包问题
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整数规划数学模型

n 特征—变量整数性要求；
n 来源
      问题本身的要求；
      引入的逻辑变量的需要；

n 性质—可行域是离散集合；

l 线性整数规划模型分类 • 一般整数规划模型（纯整数）

• 0-1整数规划模型

• 混合整数规划模型

l 线性整数规划模型概述
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n 一般整数线性规划模型（纯整数）

l 模型的一般形式为

整数规划数学模型
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n 0-1整数规划模型

n 混合整数规划模型

整数规划数学模型
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n 例2（建模示例）： 现有资金总额为B。可供选择的投资项目有n

个，项目j所需投资额和预期收益分别为aj 和cj ( j=1,2,…，n)。此
外，由于种种原因，有三个附加条件：
（1）若选择项目1，就必须同时选择项目2。反之，则不一定；

（2）项目3和项目4中至少选择一个；

（3）项目5、项目6和项目7中恰好选择两个。

  应当怎样选择投资项目，才能使总预期收益最大?

属于 0-1规划问题整数规划数学模型

问题模型为：

 令
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（IP）问题的松弛问题

整数规划问题解的特点
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∩

≤

松弛问题的最优值是原整数规划
的目标函数值的上界。

整数规划问题解的特点
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n 割平面法的基本思想

l 若整数规划IP的松弛规划L0的最优解不是整数解，对L0增加

一个约束条件，得线性规划L1，此过程缩小了松弛规划的可

行解域，在切去松弛规划的最优解的同时，保留松弛规划的

任一整数解。

l 整数规划IP的解均在L1中，若L1的最优解为整数解，则得IP

的最优解。若L1的最优解不是整数解，重复以上步骤。

l 由于可行解域在不断缩小，且保留IP所有的整数解，总可以

在有限次后得到IP的最优解.

解纯整数规划的割平面法
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n 割平面法

• 思路----由松弛问题的可行域向整数规划的可行域逼近

• 方法----利用超平面切除

• 要求----整数解保留

                   松弛问题最优值向最优解逼近

• 目标----得到的新的可行域的某个整数坐标的极点恰好是问题
的最优解

解纯整数规划的割平面法
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N 为非基变量下标集合

n 符号 [*] 表示不超过“*” 的最大整数，如：[2.6] =2

n f (*) 表示“*” 的非负真分数。f(2.6) = 0.6

                               [-2.6] = 3,  f( -2.6) = 0.4

n Gomory 约束

解纯整数规划的割平面法

n 割平面法
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解纯整数规划的割平面法
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l L0的最优单纯形表：

x
1

… xi … xm xm+1 … xm+j … xn 解

检 0 … 0 … 0 λ1 … λm+j … λn z-z0

x1 1 … 0 … 0 a1m+1 … a1m+j … a1n b10

︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰

xi 0 … 1 … 0 aim+1 … aim+j … ain bi0

︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰

xm 0 … 0 … 1 amm+1 … amm+j … amn bm0

源方程

解纯整数规划的割平面法
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------对应于生成行 i 的割平面

解纯整数规划的割平面法
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思路：要保证整
数解满足该方程，
则得出割平面。



x1 … xi … xm xm+1 … xm+j … xn 解

检 0 … 0 … 0 λ1 … λm+j … λn z-z0

x1 1 … 0 … 0 a1m+1 … a1m+j … a1n b10

︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰

xi 0 … 1 … 0 aim+1 … aim+j … ain bi0

︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰ ︰

xm 0 … 0 … 1 amm+1 … amm+j … amn bm0

L0的最优单纯形表：

生成
行

对应于生成行i的割平面

非基
变量

21



建筑与城乡规划学院 22

n 割平面计算步骤：
1、用单纯形法解整数问题IP的松弛问题L0

l 若L0没有最优解，则IP没有最优解。停止
l 若L0有最优解X0:

(1) X0 是整数解，则X0也是IP的最优解，停止

(2) X0 不是整数解，转第二步

2、求割平面方程

解纯整数规划的割平面法
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3、将割平面加到L0得L1

在L0 的最优单纯型表中增加一行一列，得L1的单纯型表，解L1

• 用对偶单纯刑法求解，

• 若其解是整数解，则该解也是原整数规划的最优解

否则将该解记为X0，返回第二步

n 割平面计算步骤：

解纯整数规划的割平面法
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例3：求解整数线性规划

第一步：解整数规划问题的松弛问题，x1=13/7， x2=9/7；

解纯整数规划的割平面法
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cj 3 -1 0 0 0

cB xB b x1 x2 x3 x4 x5

3 x1 13/7 1 0 1/7 0 2/7

-1 x2 9/7 0 1 -2/7 0 3/7

0 x4 31/7 0 0 -3/7 1 22/7

cj-zj 0 0 -5/7 0 -3/7

表 4-1

| 第二步：写出割平面方程，选择第一行产生割平面约束，

解纯整数规划的割平面法
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cj 3 -1 0 0 0 0

cB xBi bi x1 x2 x3 x4 x5 x6

3

-1

0

0

x1

x2

x4

x6

13/7

9/7

31/7

-6/7

1

0

0

0

0

1

0

0

1/7

-2/7

-3/7

-1/7

0

0

1

0

2/7

3/7

22/7

[-

2/7]

0

0

0

1

cj-zj
-5/2 0 0 -5/7 0 -3/7 0

…

3

-1

0

0

x2

x1

x3

x5

1

5/4

5/2

7/4

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

-1/4

-1/2

1/4

0

0

0

1

1

-5/4

-11/2

-3/4

cj-zj
0 0 0 -1/4 0 -17/4

表 4-2

解纯整数规划的割平面法
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cj 3 -1 0 0 0  0 0

cB xBi bi x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

3

-1

0

0

0

x1

x2

x3

x5

x4

1

2

4

1

3

1

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

1

0

1

-1

-5

-1

1

0

-1

-2

1

-4

cj-zj
-1 0 0 0 0 0 -4 -1

表 4-3

原整数规划问题的最优解为，x1=1, x2=2, max z=1

解纯整数规划的割平面法
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l 分支定界法(branch and bound method)是一种隐枚举法
(implicit enumeration)或部分枚举法，它不是一种有效算法，
是枚举法基础上的改进。

l 分支定界法的关键是分支和定界。                   

分支定界法

 通过对松弛问题的分枝，不断降低（IP）最优值的上界，提高

下界，当上界等于下界时，得到最优解。

l 分枝定界法的基本思路   
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