
高等数学公式篇

•平方关系：

sinA2(a)+cosA2(a)=1

tanA2(a)+1=secA2(a)

cotA2(a)+1 =cscA2(a)

•积的关系：

sina=tana*cosa

cosa=cota*sina

tana=sina*seca

cota=cosa*csca

seca=tana*csca

csca=seca*cota

・倒数关系：

tanacota=1

sinacsca=1

cosaseca=1 ,

•两角和与差的三角函数：

cos(a+p)=cosacosp-sinasinp

cos(a-p)=cosacos|3+sinasinp

sin(a±p)=sinacosp±cosasinp

tan(a+p)=(tana+tanp)/(1 -tanatanp)

tan(a-p)=(tana-tanp)/(1+tanatanp)

・辅助角公式：

Asina+Bcosa=(AA2+BA2)A(1 /2 )s in (a+ t),其中

sint=B/(AA2+BA2)A(1/2)

cost=A/(AA2+BA2)A(1/2)

tant=B/A

Asina+Bcosa=(AA2+BA2)A(1/2)cos(a-t), tant=A/B

•倍角公式：

sin(2a)=2sina-cosa=2/(tana+cota)

cos(2a)=cosA2(a)-sinA2(a)=2cosA2(a)-1=1-2sinA2(a)

tan(2a)=2tana/[1 -tanA2(a)]

•半角公式：

sin(a/2)=±^'((1 -cosa)/2)

cos(a/2)=±\'((1 +cosa)/2)

tan(a/2)=±>/((1 -cosa)/(1 +cosa))=sina/(1 +cosa)=(1 -cosaj/sina

・降耗公式

sinA2(a)=(1 -cos(2a))/2=versin(2a)/2



cosA2(a)=(1 +cos(2a))/2=covers(2a)/2

tanA2(a)=(1 -cos(2a))/(1 +cos(2a))

・万能公式：

sina=2tan(a/2)/[1 +tanA2(a/2)]

cosa=[1-tanA2(a/2)]/[1+tanA2(a/2)]

tana=2tan(a/2)/[1 -tanA2(a/2)]

•积化和差公式：

sinacosp=(1/2)[sin(a+p)+sin(a-P)]

cosasinp=(1/2)[sin(a+p)-sin(a-p)]

cosacosp=(1/2)[cos(a+p)+cos(a-p)]

sinasinp="(1/2)[cos(a+3)-cos(a-p)]

•和差化积公式：

sina+sinP=2sin[(a+p)/2]cos[(a-P)/2]

sina-sinp=2cos[(a+0)/2]sin[(a-p)/2]

cosa+cosp=2cos[(a+p)/2]cos[(a-|3)/2]

cosa-cosp=-2sin[(a+p)/2]sin[(a-p)/2]

•推导公式

tana+cota=2/sin2a

tana-cota=-2cot2a

1 +cos2a=2cosA2a

1-cos2a=2sinA2a

1 +sina=(sina/2+cosa/2)A2

部分高等内容

[编辑本段]

•高等代数中三角函数的指数表示(由泰勒级数易得)：

sinx=[eA(ix)-eA(-ix)]/(2i) cosx=[eA(ix)+eA(-ix)]/2 tanx=[eA(ix)-eA(-ix)]/[ieA(ix)+ieA(-ix)]

泰勒展开有无穷级数，eAz=exp(z)=1+z/1! + z A2/2! 4-zA3/3! + z A4/4! -l-...-l-zAn/n! +  …

此时三角函数定义域已推广至整个复数集。

•三角函数作为微分方程的解：

对于微分方程组y=-y";y=y"",有通解Q,可证明

Q=Asinx+Bcosx,因此也可以从此出发定义三角函数。

补充：由相应的指数表示我们可以定义•种类似的函数一双曲函数，其拥有很多与三角函数的类似的性质，二者相映成趣。



导数公式:

(tgxS = sec2 x

(ctgxY = -e s c 2 x

(secx)' = secx・Egx
(esc x)r = -  esc x • etgx

(a x \  = a x lna

(log“ x)' = - ^ —
xlna

(arcsin x \  = 一厂  一 ”

J l  -

(arccosx)'= —— /

(arctgxY = 1 二

l + x
/ 、， 1(arcctgx) = - - -----7l + x

基本积分表：

^tgxdx = -  ln|cos 从 + C

J ctgxdx = ln|sin x| + C

Jsec xdx = ln|sec x  + /gx| + C

jcscxJx = ln |c scx -c^x | + C

dx
- 2a +x

dx
x 2 - a

-  = - a r c tg - ^ C
a a

x - a
2

1 , \x -a \  厂

— In------ \ + C
2a x + a

[ = [sec2 xdx = tgx + C
J cos x ,

j，= fcsc2 xdx = -e tgx  + C
J sin x 」

jsec x - tgxdx = secx + C

jcsc x • ctgxdx = 一 esc x + C

a xdx = -̂ —  + C
\na

shxdx = chx + C

二——
dx 

7 = ——
\ 

Ix
 
n 

a + x  
+ C

-
a - x  2a a - x

chxdx = shx + C

= ln(x4- Vx2 ± a 2 ) + C

兄

2
“ = Jsin

0

2
" xdx = Jcos" xdx

0

l n-2
n

_________ _________ 2 _________
[V%2 + a 2dx = -  yjx1 + a 2 + —  ln(x + [  x? + / )  + C
J 2 2

( J _________ c  2 ,_________- 1
- a ------In x +

^ a 2 - x 2dx = ]

三角函数的有理式积分：

2
- 2 矿  , %  人

— x  H---- arcsin— F C
2 a

yjx2 - a 2 + C

. 2u l - u 2 x
sinx = ------z-, cosx = ------n = tg - ,

l + w2 1 + w2 2
. 2du

d x - ------T
1 + w2



一些初等函数:

双曲正弦：shx = -----------
2

双曲余弦:chx = e  — e —
2

双 曲 正 切 :血 =啊 =

chx e + e

arshx  = ln(x + V x 2 +1)

archx  = ± ln (x  + V x 2 - 1 )

. 1 . 1 + x
artnx = 一 In ------

两个重要极限:

「 s in x  1
lim -------= I
I 。 X

lim (l + - ) x =  e = 2 .7 18 2 8 1828459045...
,98 X

• 半角公式:

三角函数公式:

 和差角公式: • 和差化积公式：

s in (a  ± 〃)= sin a  cos 0  ±  cos a  sin 0 . a  C . a + 〃
s in。+ sin p  =  2 s in ....... -

oc -  B
co s--------

2
. a - / 3

s in --------
2

3 a - B
- c o s ----- -

2

c o s(a  ± /?) = cos a  cos /工 sin a  sin 0

tg (a  土为 J g a ± 3
l + tg a -tg /3

, , 。、 c tg a -c tg B  + \c ts (a  ±。)= . 一 5P—

sin a - s i n  J3 -

c o s a  + cos 尸二

a  + /3
2 co s----- -

2
6Z + Z

=2 co s-------
2

c tg p ± c tg a
c o s a  -  c o s £  =

c . a  + P
- 2 s in ----- -

2

. oc — /3
-s in --------

2
• 倍角公式：

sin 2 a 二- 2 s in a c o s a

cos 2 a  -= 2  co s2 a  - 1 = l -  2 s in 2 a  = cos 2 a - s m. ~2 a sin 3 a  = 3 s in a  -  4 s in 3 a

ct2~a — I cos 3a  = 4 c o s3。- 3 c o s a
c tg 2 a  -

2 c tg a t c a  — 3 tg a  匚g %

tg 2 a  -
2 tg a

r 2
i T g ”

l - 3 t g 2a

a
制 2  = ±

a  1 —cosrr
s m ^  = ±,

a  . jh - c o s a 1-C0S6Z sin a
1 + c o s a sin a 1 + c o s a

• 正弦定理：」 一二

sin A
b c  -  o p

sin 8 sin C

l + c o s a  _  l + c o s a
l-cos6Z  sin a

sin a
l-c o s e z

, 余弦定理：c~ = a 2 + /  cosC



JI
•反三角函数性质：arcsin x = ---arccos x

2

71
arctgx =  - -  arcctgx

高阶导数公式—— 莱布尼兹 (Leibniz)公式:

( )(〃)

k=0

2!

.• +〃（，— ）…（〃4 + l ）w  + …+ M V （„）

k\

中值定理与导数应用:

拉格朗日中值定理 :f(b)-f(a) =  f'^)(b-a)

柯西中值定理:/⑵一」⑺
F(h)-F(a) F ' C）

当F(x) = x时，柯西中值定理就是拉格朗日中值定理。

曲率：

弧微分公式：ds = yji + y'2 dx,其中〉/ = fgtz

平 均 曲 率 去 = 4 q . A a :从M 点到M '点，切线斜率的倾角变化量；As： M M 弧 长 。

As

M 点的曲率: K  = lim
AvfO

△a

As

d a  _

d s 7 （1 + / 2）3

直线：K = 0 ;

半径为 a的圆：K = L

a

定积分的近似计算:

b 1

矩形法:］7 （X” 一 + /  + …+ y“_1）

a

梯形法：］7 （x）« 竺 （如 + 打）+ M  + …+ y„-il

a 〃 2

b 卜

抛物线法:J7（x） a 丁 。（%  +  % ） +  2（y 2 +  > 4  + … +  y - 2）+ 4（%  + %  + …+ y,,.,）］
J 3〃

定积分应用相关公式:



功：W =F s
水压力：F = p A

引力：” A写 M 为引力系数

函数的平均值:y 一 [f(x)dx
b - a  J

均方根:1sl产⑴力

空间解析几何和向量代数:

空间2点的距离：d= \M {M 2 \ = 7 (x2 - x 1)2 +(y2 - y , ) 2 + a 2 - z l )2

向量在轴上的投影:Pr /“薪 曰 呵 际 处 湛 扬 加 轴 的 夹 角 。

Pr / “ （4  + 2 ）= Pr ja } +Pr ja2

a b  = I\ ai\ -\I b\I co•*s 0A  = axy bxj  + 4*• / <、•, + a 力一,是一个数量,

两向量之间的夹角:cos。=
a

A
h r + 。力、,

A  y y c z.
也」+4 2 + / 2 .』b：+b：+b：

c - a x h
i j  k

% a y a z
么 么 bz

，同=|同卡卜由夕例：线速度：v - w x r .

%
向量的混合积:区标]= (M xB )1=久

a y %
by b. =1万x同洞cosa,a为锐角时,

c

代表平行六面体的体积。



平面的方程：

1、点法式: A(x-x o) + B(y-y o) + C(z-z o ) = O , 其中” = ｛4 尻。｝, " 。" 。,凡“ 。)

2、一般方程：Ax + By + Cz + D =  O

3、截距世方程― + ，+ 工= 1
a b c

平面外任意一点到该平面的距离：d J A - ^ B>l+cz^ D\
^A 2+B 2+C 2

x = mt
空间直线的方程:土3 = 匕 比 = 七 且 r 其中§ = ｛加,” ,。｝渗数方程：》= % + 九

m n p
[z = z0 + pt

二次曲面：

2 2 2
1、椭球面 :与 + 斗 + 今 之

a lr  c
2 2

2、抛物面 :L  + ±  = z,(p,q同号)
2p 2q

3、双曲面 :
2 2 2

单叶双曲面: 彳 = 1
a 2 b 2 c 2

2 2 2
双 叶 双 曲 面 - 4 + 0 = 1 ( 马鞍面)

a b c

多元函数微分法及应用

全微分：dz = — dx-\---- dy du - - dx-\----- dy-\----- dz
dx dy dx dy dz

全微分的近似计算： « Jz = f x (x, y )^ x  + f y (x, y)Ay

多元复合函数的求导法：

dz
z = f[u(t),v(t)] — =

dt
av

一ax

丝

av

包
私

azJ

&

贰

az

瓦Z = f[u (x ,y ),v (x ,y )]

当〃= M(x,y), u = v(x, y)时 ,
, du , du ,du - —— ax-\ dy

dx dy
隐函数的求导公式 :

隐函数尸(x,y) = 0,

隐函数F(x,y,z) = 0,

公 = @ dx + 2 dy

dx dy

-d--y -_- ---F--x
dx F„

也 = 色 ( _ * ) + 2 ( 一区) .史
dx2 dx F, dy F v dx

生  _ &  _ _ J ^ v

dx F . , dy F.
4 / Z



隐函数方程组:
F(x,y,u,v) = O

G(x,y,w,v) = O
" ( E G )

d(u,v)

K

G

—

工

G

”

一一
竺

0VI

空
加

du___\_ e(F,G)

dx J 6(x,v)

包 ___L e(£G)
Sy J S(y,v)

dv 1
dx J

d v _ _ i

⑪ J

S(F,G)

d(u,x)

a(F,G)

S(u,y)

微分法在几何上的应用:

x =(p(t)

空间曲线y = 〃⑺在点M(x°,y°,z。)处的切线方程:与弋= = = *
/*、 * 。0 ) / 。0) 3«0)

Z -  co(t)

在点M 处的法平面方程：(p\t0)(x - x 0) + “伉)(y — % ) +  co'(t0 )(z - Zo)= 0

若空间曲线方程为:
M l ：；则切向量1 %

G.

F.

G :
，GZ GX ' G

F v

G 、

曲面尸(x,y,z) = O上一点“(Xo.XpZo)，则:

1、过此点的法向量：万={工(%,凡,70)，4 (》0,打,70),£(%,打〃0)}

2、过此点的切平面方程：工(工0，%,70)“- 》0)+ 4 ( % ,打〃0)。一〉0)+工(/,凡,20)(7-。)= 0

3、过此点的法线方程:一 上也 )'一》。

工 O W c p Z。) F y (x0,y0 ,z0) F z(xQ ,yQ ,za )

方向导数与梯度：

函数z = f(x, y)在一点p(x, y)沿任一方向/的方向导数为:笠= — cos^? + — sin (p

cl dx dy

其中夕为x轴到方向/的转角。

函数Z = /(x,y)在一点p(x,y)的梯度：gradf(x,y) = — F + —  J
ox dy

它与方向导数的关系是:曳*=8门(!/6 》)-。，其中0 = cosei + s i n Q j ,为/方向上的

dl

单位向量。

；.冬是gra<4/(x,y)在/上的投影。

dl

多元函数的极值及其求法：



设/'式而，为）=力（/,>0）= °，令:九。0，>0）= 4 ， 九（/ ，为）=民 心 （%,打）= 。

则:<

A C - I 〉0时”

A C - 炉 < 0时,

A C - B 2 = 0时，

A < o ,（Xo，yo）为极大值

A 〉。,“。,％）为极小值

无极值

不确定

重积分及其应用：

^f{x,y')dxdy = (r cos0, r sin 0)rdrd0

D D1

曲面z = /(x,y)的面积4 = J J dz

dx

（女

、力

2

+ dxdy

jj4(x,y)db

平面薄片的重心：》= 必  D

M JJ°(x,y)dcT '

D

M JJ)2 (x,y)db

y = __ L =  -ll__________
M  JJp(x,y)db

D

平面薄片的转动惯量：对于入轴 = 小 2ax,y）db, 对于），轴/）= j卜2 m 居/）］。

D D

平面薄片（位于M ），平面）对Z轴上质点M （0,0,4）,（〃〉0）的引力：F  = {FV,FV, F J ,其中:

F p （x,y）xda

D （x 2 + y 2 + a 2y

柱面坐标和球面坐标：

尸,力产必当
D (x2 + y 2 + a 2y

—% J J 。" 加  3

D ， + y 2 + 〃 2 ) 5

x = rcosO

柱面坐标:< y - rsin^,

z = z

jjj/ (x, y,z)dxdydz = „ (几e,z)44 田z,

c c

其中：尸(r,e,z) = /(rcos6/sine,z)

x = rsin^cos^

球面坐标，y = rsin^sin^, dv - rd(p-r^m(p-d6-dr - r2 ̂ m(pdrd(pdd

Z = rcos(p

2 乃 n r((p,O)
j|j/(x,y,z)dxdydz = sin(pdrd(p(10 = ^d0^d(p ^F{r,(p,0)r2 s\n(pdr

0 0 0

重心： 刖 ’ ' = 心'

转动惯量：Ix = JJJ(y
2 + z 2)/xlv, Iy = JjjU

2 + z 2)/xlv,

。 c

其中 M  = X  = jjj/Wv

Q.

■- JJJ* + 丁)心

Q

曲线积分:



第一类曲线积分(对弧长的曲线积分)：

设/'(x,y)在L上连续，L的参数方程为：[' = * ) ,  则:

y 二收⑺

P _________________
J/(x,y)ds= + 力 («</?)
L a

特殊情况:
y = 夕 Q )

第二类曲线积分(对坐标的曲线积分)：

设L的参数方程为r = 夕⑺，则：

[y = 甲 3

p
Jp(x, y)dx + Q(x, y)dy = J{尸@。), ) + Q[(p(t),以 f )]"(f) }dt
L a

两类曲线积分之间的关系:JPdx+Qfy = j(Fcosa + geos/3)ds,其中a和尸分别为

L L

L上积分起止点处切向量的方向角。

格林公式:!J(争 -着 心 4), = gPdx + Qdy格林公式:!J(半-翼)公力= ^Pdx + Qdy

当「= 一＞,。= %,即 :以一丝 = 2时，得到。的面积：A = [\dxdy = — cfxdy- ydx

dx dy 2 1

•平面上曲线积分与路径无关的条件：

1、G 是一个单连通区域；

2、P(x,y), 0(x,y)在G 内具有一阶连续偏导数，且 义 =丝 。注意奇点，如(0,0),应
dx dy

减去对此奇点的积分，注意方向相反！

♦二元函数的全微分求积：

在 义 = " 时 ，Pdx + Qdy才是二元函数“(x,y)的全微分，其中：
dx dy

(* ,y )
”(x,y)= jP(x,y)dx + Q(x,y)dy,通常设x()= yo=°。

(Xo，)b)

高 斯 公 式

吟 意  4- ̂ -)dv = , Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = 可(P cos a  + 。cos 0  + R  cos y)ds

高斯公式的物理意义 —— 通量与散度：

散度：divv = — + ̂  + — ,HP：单位体积内所产生的流体质量，若 div” 0,则为消失…

dx dy &

通量：̂A-nds = J1A〃ds = JJ(Pcosa + Qcos (3 + Rcos/)ds,

因此，高斯公式又可写 成:JJJdivZdu = 抄 4,如

c z



曲面积分

对面积的曲面积分:JJ/(x,y,z)ds = JJ f  [x, y, z(x, y)邛  + 1  (x, y) + z； (x, y)dxdy
工 ％

对坐标的曲面积分:J]P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R (x,y ,z)dxdy,其中：

0R (x,y,z)dxdy = 士 y,z(x,yS\dxdy,取曲面的上侧时取正号；

| | p (x,y,z)dydz = ± y,z),y,z\dydz，取曲面的前侧时取正号；

=±

%
两类曲面积分之间的关系：

JjQ(x,y,z)dzdx 胆口, y(z, x), z]dzdx,取曲面的右侧时取正号。

JJpdydz + Qdzdx + Rdxdy = jj(Pcos a + Q cos 0  + R cos/)J.v

斯托克斯公式—— 曲线积分与曲面积分的关系:

f匕 型 .逡 ― ,空—空、― ,丝.dP _ <
y  dy dz dz dx dx dy

[1 人  T T 八
r

dydz dzdx dxdy cos a cos 0 cos/
上式左端又可写成:JJ

I

d d d =w d a
dx Sy dz Sy dz
P Q R Q R

空间曲线积分与路径无关的条件:"= 学

dy dz
dP _dR 8Q _ dP
dz dx dx dy

旋

k
a
-&
R

j
s

一
办

。

i
A

axp

-

向量场耳沿有向闭曲线r 的环流量q  Pdx + Qdy + Rdz = - tds
r r

常数项级数：

等比数歹！J：l + q + / + …+
i - q

等差数歹 U ：1+ 2 + 3-1---- Fn = + D"
2

调和级数：1 +工+工+… 是发散的
2 3 n

级数审敛法:
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