
8.1 求 积 公 式
8.1.1 求积公式

结束

第八章  数值积分与数值微分
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对定义在区间［a,b］上的定积分
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以上公式多称为牛顿-莱布尼兹公式，F(x)为f(x)的原函数.但
有时原函数不能用初等函数表示，有时原函数又十分复杂，难
于求出或计算.如被积函数为:

x
xx sin,e

2

等函数的积分都无法解决，当被积函数为一组数据时，更是无
能为力. 为解决定积分的近似计算,从定积分的定义：

这里
重庆大学《数值分析》
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这样就避开了求原函数的运算.(8.1)式就叫做求积公式，
Ak(k=0,1,…,n)与函数f(x)无关，叫做求积系数,显然要确定一个求
积公式，要确定求积结点xk和求积系数Ak，或者说不同的求积
结点和求积系数将确定不同的求积公式.
8.1.2 求积公式的余项和代数精度
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一般情况下，(8.1)两端并不相等.我们称:
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(8.2)为求积公式(8.1) 的余项，或截断误差.
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为考查一个求积公式的误差，通常用代数精度来表示，如果一
个求积公式对于不超过m次的多项式都能够精确成立(R[f]≡0)，
而对m+1次以上的多项式不能精确成立，则称该求积公式的代
数精度为m.
例如求积公式：

验证当f(x)=xm，m=0,1,2,3,4时，是否有R[xm]=0
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所以以上求积公式的代数精度为3.

把f(x)在a处作Taylor展开:

f(x)= f(a)+ f ’(ξ)(x-a)， ξ在x,a之间,两端积分：

注意到右端第二项积分，设f ′(x)在［a,b］上连续，而x-a在  
［a,b］上不变号(非负)，据积分中值定理有：

任何一个求积公式的代数精度至少为零 即取f(x)=1时公式
应精确成立，这是求积系数应满足的起码条件，可以用它检
验一个求积公式的系数的正确性.

8.1.3 矩形求积公式
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于是有左矩形公式(如图)
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同理,f(x)在b点展开,可得右矩形公式(如图) :
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f(x)在中点(a+b)/2展开,可得中矩形公式(如图) :

不难验证，(8.3)和(8.4)具有零次代数精度，(8.5)具有一次代
数精度.
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8.1.4 内插求积公式
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由插值可知，对任一函数f(x)(包括表格形式的函数)可用一n次多
项式对其插值，即
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当Pn (x)为拉格朗日插值多项式时，即





n

k
kkn xfxlxP

0
)()()(

)6.8(][)(][)()(

)(
)!1(
)()()()(

00

)1(

0

fRxfAfRxfdxxl

dxx
n
fdxxfxldxxf

n

n

k
kkn

n

k
k

b

a
k

b

a

b

a

nn

k
kk

b

a














 

 








则



结束7

0 1 1

0 1 1

( 1)

( ) ( )( ) ( )( ) (8.7)
( ) ( )( ) ( )

( )[ ] ( ) (8.8)
( 1)!

b b
k k n

k k
k k k k k k na a

b n

n
a

x x x x x x x xA l x dx dx
x x x x x x x x

fR f x dx
n

 

 

 



   
 

   




 



 
 

其中:
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通常将公式(8.6)叫做内插求积公式.



§8.2     牛顿-柯特斯公式

为便于上机计算，通常在内插求积公式中取等距节点，即将
积分区间[a,b]n等分，即令h=(b-a)/n，且记x0=a,xn=b，则节点
为xk=x0+kh(k=0,1,…n)，作变换:t=(x-x0)/h，代入求积系数公
式：
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这种由等距节点的内插求积公式通常叫做牛顿-柯特斯公式,下
面介绍几个常用的公式:



取a=x0,b=x1,(即n=1)，代入(8.9)式得
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8.2.1  梯形公式

所以梯形公式为
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从图8.1看到，这是用梯形面积近似代替曲边梯形的面积，对梯
形公式的误差估计有如下定理：



定理8.1 设f(x)为二阶连续可微函数，则梯形求积公式的余
项为   (证明)
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即

其中h=b-a，记成上面形式是为以后复化求积公式余项的一致
性.由余项公式立刻可以看出梯形公式的代数精度为1.

例1 利用梯形公式计算 dx
x
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8.2.2 抛物形（辛卜生）公式
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取a=x0,(a+b)/2=x1,b=x2,(即n=2)，代入(8.9)式得
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所以抛物形公式为
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其中h=(b-a)/2,上式也可写成:
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抛物形公式通常也称为辛普生公式，从图8.2看到，抛物形公
式是用抛物线围成的曲边梯形近似代替f(x)围成的曲边梯形.
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定理8.2 设f(x)∈C4[a,b]，则辛普生公式的误差估计为:
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直接可以验证抛物形公式代数精度为3(对f(x)为三次以下多
项式精确成立).
例2 利用抛物形公式计算 dx
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(8.9)式给出
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8.2.3  牛顿-柯特斯公式
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可以看出，C(n)
k不依赖函数f(x)和积分区间[a,b]，可以事先计算

出来，通常叫做牛顿-柯特斯系数，下面给出n从1～6的牛顿--
柯特斯系数表8-1：
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n

1 1/2 1/2

2 1/6 4/6 1/6

3 1/8 3/8 3/8 1/8

4 7/90 32/90 12/90 32/90 7/90

5 19/288 75/288 50/288 50/288 75/288 19/288

6 41/840 216/840 27/840 272/840 27/840 216/840 41/840

)(n
kC

表8-1
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对牛顿-柯特斯公式，当f(x)∈C n［a,b］，f (n+1)(x)在[a,b]上
存在时，求积公式的余项为:
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对f(x)为任何不超过n次的多项式，均有f (n+1)(x) ≡0，因而
Rn[f]≡0，也就是说，牛顿-柯特斯公式的代数精度至少为n.

我们可以证明当n为偶数时，牛顿-柯特斯公式的代数精度可
达到n+1.
证明: 令n=2k,设 
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下面我们证明

作变换u=t-k，则
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容易验证ψ(u)为奇函数，即ψ(-u)= -ψ(u),而奇函数在对称区
间上的积分为零，所以

0)]([ 1  xqR nn
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也就是说，当n为偶数时，牛顿-柯特斯公式对不超过n+1次的
多项式均能精确成立，因此，其代数精度可达到n+1.正是基
于这种考虑，当n=2k与n=2k+1时具有相同的代数精度，因而
在实用中常采用n为偶数的牛顿-柯特斯公式，如抛物形公式
(n=2)等.
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§8.3 复化求积公式

1

    从求积公式的余项的讨论中我们看到，被积函数所用的插
值多项式次数越高，对函数光滑性的要求也越高.另一方面，
插值节点的增多(n的增大)，在使用牛顿-柯特斯公式时将导
致求积系数出现负数(当n≥8时,牛顿-柯特斯求积系数会出现
负数) 因而在实际应用中往往采用将积分区间划分成若干个
小区间，在各小区间上采用低次的求积公式(梯形公式或抛物
形公式)，然后再利用积分的可加性，把各区间上的积分加起
来，便得到新的求积公式，这就是复化求积公式的基本思想.
为叙述方便，我们仅讨论各小区间均采用同一低次的求积公式
的复化求积公式 对各小区间也可分别采用不同的求积公式，
也可推出新的求积公式，读者可按实际问题的具体情况讨论
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8.3.1.  复化梯形公式

用n+1个分点将区间[a，b]n等分。每个区间长
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    在[xk，xk+1]上用梯形公式，则
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Tn叫做复化梯形求积公式，下标n表示将积分区间等分的份数.



结束

从公式的特点可以看出，内节点xk(k=1,2,…n-1)作为小区间的端
点参与前、后两个小区间的计算，因而系数为2，端点a与b只参
与一次计算，系数为1.

3

如果在Tn的基础上，将各小区间对分，这时节点数为2n+1，分
段数为2n.记新的分点的函数值的和为σn，则T2n 应为原内节点
与新增节点函数值的和的两倍，加上两端点a,b的函数值之和再
乘上新区间长度的一半，即
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定理8.3 设 f (x)∈C2[a,b]，复化梯形公式的截断误差

  ][
12
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(证明)
这一复化梯形求积公式的余项在形式上与(8.13)式相同，不同
的是，这里的h=(b-a)/n，而(8.13)式中的h=b-a.

4

从这一公式可以看出，将区间对分后，原复化梯形公式的值Tn
作为一个整体保留.只需计算出新分点的函数值，便可得出对分
后的积分值，不需重复计算原节点的函数值，从而减少了计算
量.

利用复化求积公式的余项，我们可以估计出在满足精度的要
求下，应将积分区间等分多少份，即n取多少.这种误差估计
方法称为事前误差估计.如例8.3



例3 利用复化梯形公式计算

使其误差限为10-4，应将区间［0,1］几等分?
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取n=17可满足要求.



另一方法是利用公式前后两次计算结果的差来估计误差的，
即用｜T2n-Tn｜＜ε,这是因为
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    当f  ″(x)在[a,b]上连续，并且假定当n充分大时有f″(ξ)≈f″(η)，
则
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这种误差估计方法通常叫做事后误差估计，在计算机上用来控
制计算精度常用这一方法，有的也把这种方法叫做步长的自动
选取或逐次对分的方法.

因此当｜T2n-Tn｜＜ε时，可认为
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将积分区间[a,b]2m等分，n=2m，节点为xk=a+kh(k=0,1,2,…,2m)
，h=(b-a)/2m.在每两个小区间［x2k,x2k+2］(k=0,1,2,…,m-1)上用
抛物形公式，则有:

8.3.2 复化抛物形公式
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S2m叫做复化抛物形求积公式，下标2m表示积分区间等分的份
数，2m强调为偶数份.
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