
第二章  速度相关及湍流能谱 

§2-1  湍流脉动速度分量的相关 

一、单点湍流脉动速度分量的二阶相关 

     即为雷诺应力 i ju uρ−  

     考虑垂直于x1方向的面积微元 ，设不均流速ds 1 0U = ，则通过面

积微元 ds的平均动量流为 1 1u u dsρ ，对其取平均则得平均的湍流动量

流，这一动量流会在面积微元ds上产生反作用力，因此，在正湍流应

力前加负号，即 i iu uρ− 表示为力学上的湍流正应力。 

   取面积元 垂直于xds 2方向，通过这一面积元的流体有 、 两个

速度。如果平均说来，大多数具有正 值的质点也具有正 值,因此

平均说来

1u 2u

2u 1u

1 2u u 为正值。对于这种情况正x1方向的力作用于平面 的正

x

ds

2一侧流体上，负x1方向的力将作用于平面 的负xds 2一侧流体上，随

之有 1 2u uρ− ，得出 i j, u ui j ρ≠ − 的雷诺剪切应力。 

二、双点（两点）湍流速度分量的二阶相关 

    1、双点相关系数 

两点相关可以用来研究场内的湍流涡的空间结构，可以界定流场

内这样一类区域，在这类区域中，流体运动具有某种意义上的关联。

在稳定均匀各向同性流场内，设流场内有A、B两点均位于x2轴上，A

点坐标为ξ2，B点坐标为ξ2+r。 

   则 A、B 两点横向速度相关和纵向速度相关系数定义为 
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   由于下面所讨论的相关性质适于任何二阶相关系数，因此，在此

仅讨论横向相关系数 g(r)，并且湍流平均取为时间平均值。 

   现在假设湍流为均匀湍流，即整个流场内，湍流的平均统计性质

均匀，g(r)也可以表示为对ξ2取平均，即空间平均，则 

∫
′′

′
+

′−′′
=+

2

2
22121

22
2121

1 ξ

ξ
ξξξ

ξξ
ξξ d)r(u)(u)r(u)(u  

对于 g(r)和 f(r)可以归纳出以下几点性质：（均匀湍流场下） 

由于假设流场为均匀的，则 

( ) 12
2
12

2
1 u)r(uu =+= ξξ  

（1）g(0)= f(0)=1 

证明： [ ] 2
12

2
121210

2
1 0 u)(u)r(u)(ulim)(gu

r
==+=

→
ξξξ  

      ∴ g(0)=1 

（2） 1≤)r(g ， 1≤)r(f  

证明：由于 [ ] 02
2121 ≥+± )r(u)(u ξξ ，对于均匀流场有 

022 2121
2
1 ≥+± )(u)r(uu ξξ  

∴ 11 ≤≤− )r(g ， 1≤)r(g  

（3）g(r)= g(-r)，对称性 

证明：由于流场为均匀，因此将A、B两点坐标均减小r，由ξ2→

ξ2-r，ξ2+r→ξ2，相关系数应保持不变，这时相应于g(r)中r变为负

值，即g(r)= g(-r)，这说明g(r)是r的偶函数。 
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（4） ，因为相隔无穷远距离两点的脉动速度完全

不相关。 

0=∞=∞ )(g)(f

接下来讨论的是 g(r)的几何形状，可以预计，随着 r 的增加 g(r)

应减小，即两点之间相关程度降低。但如何降低没有确定，一般来说

g(r)的数学形式是难以找到的，但当 r→0 附近在均匀流场的假设下确

定 g(r)的形状是可能的。 

     为此将 g(r)在 r =0 点处利用泰勒级数展开，并利用均匀流场的

假设来确定 g(r)在 r =0 处的各阶微商。下面推导 g(r)在 r =0 点处各阶

微商的表达式 

     从均匀性出发 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )u u r u r uξ ξ ξ+ = − ξ         取 r 的导数 

∴ 1 2 1 2
1 2 1 2

2 2

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

u r u ru u
r r

ξ ξξ ξ
ξ ξ

∂ + ∂ −
= −

∂ + ∂ −
 

∴ 0
0

1
1

0

1
1

0

2
1 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∂
∂

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

=== rrr

u
r
u

r
uu

r
)r(gu  

又由于均匀性 
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将 在 附近进行 Taylor 级数展开， ( )g r 0r =

2 4
2 4

2 4
0 0

1 1( ) 1
2! 4!r r

g gg r r r
r r

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
= + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L  
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L  

当 忽略 4 阶以上的小项，得出 趋于 的抛物线函数，因此

定义长度尺度

0r → ( )g r r

gλ ，对于非常小的 ，则有 r

2

2( ) 1
g

rg r
λ

= −  

其中    
2

02

1 1 ( )
2 r

g

g
rλ =

∂
= −

∂
 或 

2
1

2 2
1 0
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2g r
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ruλ

=

∂⎡ ⎤= ⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 

   如想象湍流场内有一定尺度的涡运动，处于同一个涡结构内的两

点上的脉动速度之间有较高的相关性，而不在同一个涡结构内的两点

相关甚少。于是可把 gλ 理解为一种代表性涡长度尺度，由于 gλ 是 的

局部变化均方值确定的，而 的局部变化是由湍流流场内出现的最小

涡引起的，并由于分子粘性作用使湍流的部分动能耗散为热能，因此，

称为微尺度或耗散尺度。它反映了湍流中最小涡的度量和主要耗散涡

尺度的度量，这个尺度是由 G. T. Taylor 引入，故称为 Taylor 微尺度。 

1u

1u

   同样的方法也可得到纵向相关系数 相应性质，但( )f r fλ 一般与 gλ

不相等。 

22
2

2 2 2
0 2 0

1 1 1
2 2f r r

uf
r ruλ

= =

⎛ ⎞ ∂∂ ⎡ ⎤= − =⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦⎝ ⎠
 

可推得     2f gλ λ=  

   2．湍流的积分尺度 

   定义   ，  ∫
∞

=
0

dr)r(ggΛ ∫
∞

=
0

dr)r(gfΛ

   其意义是说明当两点距离超过 gΛ 时，两点相关系数为 1，即 gΛ 表

征了两点存在相关性的最大特性距离，它是湍流中最大涡尺的代表。 
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   3．欧拉时间相关 

   如果说上面说明了空间上欧拉相关的定义和性质，下面讨论同一

点不同时刻的相关，即欧拉时间相关系数。 

   考虑xj为常数（位置不变）的脉动速度分量 ，若)t,x(u j1
2u ，欧拉

时间相关系数为在两个不同时刻 t′与 t τ′ + 的脉动速度分量之间的关联

的无因次化 

2
1

11

u
)t(u)t(u)t(RE

τ+′′
=  

   由于假定流场的均匀性，同前面讨论纵向相关系数一样，可以证

明在 附近，欧拉时间相关系数可表示为 t 0=

...
t
u

u!t
u
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   在 )(RE τ 曲线顶点的密切抛物线方程为 

2

2

1
E

E )(R
τ
ττ −≈  

   其中          
2 2

1 E
2 22
E t 01

1 1 1
22

u R
t tuτ

=

⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤= = − ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

   Eτ 为一个时间尺度，表示了脉动速度 脉动最快变化的时间尺

度的代表，从耗散角度来讲，它是指最小涡的生存时间，因为与 Taylor

微尺度

1( )u t

gλ 之间的密切联系，称为欧拉耗散涡时间尺度。它不仅与流场

内的湍流结构有关，而且与主流速度对该点的输运特性有关。 

   同样可以得到积分时间尺度 

∫
∞

=
0

ττ d)(RT EE  

   它可以理解为保持 湍流行为中最大时间尺度的一种度量 1( )u t

   欧拉时间关联系数 )(RE τ 与欧拉空间关联系数 和 g(r)之间有何( )f r
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联系？只有在均匀各向同性湍流的情况下可以导出它们之间的近似

关系，对于一般情况，至今还不清楚它们之间的联系。 

   在均匀湍流场内有一常数平均速度 2U ，假定 22 uU >> ，则在流场

内一固定空间点上所观测到的 的时间变化情况，可以近似的看成

是由在沿着过此点的x
2 ( )u t

2方向的直线上分布的速度空间变化 )(u 22 ξ ，设

想被冻结起来，以平均速度 2U 快速移过此点形成，故 τ⋅= 2Ur ——

Taylor冻结流假设。 

( ) ( ) )(R
u

tu)t(u
u

rxu)x(u)r(f E ττ
=

+′′
=

+
=

2
22

2
2222  

   积分长度         ∫∫
∞∞

===
0 220 EEf TUd)(RUdr)r(f ττΛ  

   湍流的 Taylor 微尺度 gλ 与 Eular 耗散时间尺度 Eτ 之间的关系 

22

2 2 2 2
Er=0 t=0

1 1
( )

E

g

Rf
r t UU 2

1
λ τ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂∂
= − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

   则            g E2 Uλ τ=  

 

§2-2  流体质点的湍流扩散 

一、湍散扩散（Turbulent diffusion）基本思想 

   由于任意两个湍流场内质点的运动是不规则的、随机的，统计地

讲，它们之间的距离随时间增加而增加。这也反映出流场内涡团的扩

展变化，如果我们考察许多质点，并观察各质点在以后各时刻的位置，

则会发现质点在整个空间逐渐传播、扩散的特征。这就是湍流扩散的

基本思想。 

二、湍流质点的扩散系数 

   湍流质点的扩散是其宏观特性，我们并不关心单个粒子的具体轨

迹，在简单条件下，各向同性湍流下对湍流质点的扩散性质进行考察，
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则从原点出发的质点 时刻之后，质点的 Lagrangian 位置记为 t

∫ ′′=
t

td)t(v)t(y
0

，   0=V  

其平均值为零，可见从长时间统计平均来看，质点云扩散的中心是没

有漂移的。 

利用位移和该点脉动速度的乘积，具有扩散系数的量纲（m2/s）

反映了质点扩散的强弱程度。 

∫ ′′===
t

td)t(v)t(v)y(
dt
d

dt
dy)t(y)t(v)t(y

0

2

2
1  

   取平均 

 td)t(v)t(v)y(
dt
d t

′′= ∫0
2

2
1  

   定义质点扩散系数    
2

2
yD
t

=  

   t—扩散时间，适用于扩散时间远远大于质点实际位移 iy∆ 所需时间

it∆ ， itt ∆>>   

  2y —运动位移均方值， )y(y
N

i
i∑

=

=
1

22 ∆ ，或称扩散位移。 

三、流体质点的湍流扩散 

   令 )t(u2 为一流体质点在x2方向上的湍流速度，在时刻 以后，这一

质点沿x

t

2方向经过的距离可写为 

2 2 20
( ) (0) ( )

t
y t y dt u t′ ′= + ∫  

   这里用y2来表示拉格朗日坐标，以区别欧拉坐标x2。令 ，

在时空均匀流场假设条件下，现仅考虑只有在x

002 =)(y

2方向有扩散的情况

（简单情况），则可得到起始时刻t0的质点经t时刻后的位移为 

2 0 2 00
( ) (

t
y t t dt u t t )′ ′+ = +∫  

   可得出 的均方差值或方差 )t(y2
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∫ +=
T

dt)tt(y
T

)t(y
0 00

2
2

2
2

1
（对不同起始时刻t0的大量

质点统计平均） 

   代入 的表达式得 )t(y2

2
2 0 2 0 2 00 0 0

1( ) ( ) ( )
T t t

y t dt dt u t t dt u t t
T

′ ′ ′′= +∫ ∫ ∫ ′′+  

                         0 2 0 2 00 0 0

1 ( ) ( )
t t T
dt dt dt u t t u t t

T
⎡ ⎤′ ′′ ′ ′′= + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

2 20 0
( ) ( )

t t
dt dt u t u t′ ′′ ′ ′′= ∫ ∫  

   表明扩散位移与流体质点在两个时刻 t′和 t′′的脉动运动相关有关，

引入相关 lagrangian 相关 

2
2

22

u
)t(u)t(u)(RL

ττ +′′
=  

   同时，                   ∫∫∫∫
′

′′′=′′′
tttt

tdtdtdtd
0000

2

   其中 与)t(u ′2 )t(u τ+′2 是同一流体质点在两个时刻下脉动分量。 

   令 t t τ′′ ′− = ，则 

∫∫
′

+′′′′′=
tt

)t(u)t(utdtd)t(y
0 220

2
2 2 τ  

                  
0

2 20
2 ( ) (

t

t
dt d u t u t )τ τ

′−
′ ′ ′= +∫ ∫  

                  2 20 0
2 ( ) (

t t
dt d u t u t )τ τ

′
′ ′ ′= −∫ ∫  

                  2
2 0 0

2
t t

Lu dt d R ( )τ τ
′

′= ∫ ∫              Taylor（1921） 

利用分部积分 

)(Rdtd
L

tt
ττ∫∫ ⋅′

00
 

=  ∫∫ ′′′−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅′

′ t

L

tt

L )t(Rttd)(Rdt
000

ττ

=  )(Rd)(Rdt
L

t t

L τττττ∫ ∫ ⋅⋅−⋅
0 0
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∫ −=∴
t

L )(R)t(du)t(y
0

2
2

2
2 2 τττ                 Feniet  (1939) 

   当τ 很小时， 1≈)(RL τ ，Taylor 扩散表达式可简化为 

2
2 ( )y t u t=& 2 2

2     ∴ 2 2
2 2( )y t u t= ⋅  

   即扩散位移与时间成正比，称为短时间扩散。 

   当 很大时，根据 Feniet 表达式 t

)(Rd)(Rdt)(R)t(d
L

t t t

LL ττττττττ∫ ∫ ∫ ⋅⋅−⋅=−
0 0 0

 

   第二项相对前一部分仅为小量。称 为拉格朗日积时间尺

度， ，则           

)(Rd
L

t
ττ∫ ⋅

0

)(RdT
L

t

L ττ∫ ⋅=
0

   tTu)t(y L ⋅= 2
2

2
2 2  

   长时间扩散位移与进间 t 成正比。 

   湍流扩散系数 D，有 

2
2 ( )
2

y tD
t

=
 

   对长时间扩散系数 

2 2
2 2 0

( )L LD u T u d Rτ τ
∞

= = ∫  

   亦可写成 LuD Λ⋅= 2
2  

   其中 ∫
∞

⋅=
0

3
2 )(Rdu LL ττΛ ，代表一空间尺度，指涡扩散速度尺度的

度量。 
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§2-3  Karman-Howarth 方程 

一、 二阶相关随时间的变化及三阶速度相关 

   前面着重讨论了空间两点的横向二阶相关、纵向二阶相关、欧拉

时间相关和拉格朗日相关。对于最一般的空间两点相关，下面进一步

讨论。 

   设空间有 A、B 两点，两点的脉动速度分别为 、 ，则 A、B 两

点二阶速度相关为 

iu ju

A( ) ( )i ju u B               二阶张量 

   由于在真实湍流中，粘性使动能耗散为热，湍流运动在没有外界

能提供时会衰变，则流型与速度之间的关系是如何变化的呢？因此需

要讨论二阶速度相关张量随时间的变化 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )j B i A
i A j B i A j B

u uu u u u
t t

∂∂ ∂
= +

∂ ∂ t∂
 

   假设在流动的整个区域 iU Cons= t ，并且不随时间变化，流体是不

可压的，可推得（根据脉动运动所满足的 N-S 方程）  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )u)u(u
x

u)u(u
x

()u(u
t BjBkAi

k
BjAkAi

k
BjAi ∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂  

( ) ( ) ( ) ( )
BjAi

kk
AiB

j
BjA

ii

uu
xx

up
x

up
xx ∂∂

∂
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
′

∂
∂

+′
∂
∂

∂
∂

−= ν
ρ

21  

   在上式中，除包括二阶速度相关 ( ) ( )i A j Bu u 外，还包括要关 

( )A i Bp u′ ， ( )B i Ap u′ 及三阶相关 

( ) ( ) ( )i A k A j Bu u u ， ( ) ( ) ( )i A k B j Bu u u  

   由于压力 p′为标量，所以 ( )
BjA up′ 和 ( )AiB up′ 构成一阶张量。而三阶
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速度相关为三阶张量，为了简化方程，引入下列相关符号 

( , ) ( )i i Ak p u PB ，  ′= , ( )p j A i Bk P u′=

, ( ) ( ) ( )ik j i A k A j BS u u u= ， , ( ) ( ) ( )i kj i A k B j BS u u u=  

, ( ) ( )i j i A j BQ u u=  

   则上式变为 

j,i
kk

p,i
k

j,p
k

kj,i
k

j,ik
k

j,i Q
xx

)k
x

k
x

()S
x

S
x

(Q
t ∂∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂ ν

ρ
21  

   可以证明，对于各向同性湍流， 能仅用两个特定相关 和

来表示，而三阶相关仅有三个特定相关系数 ， ，

来表示 

j,iR ( , )f r t

( , )g r t ( , )k r t ( , )h r t ( , )q r t

   其中
2
1 1

11,1
2 3

( ) ( )( , )
( )

A Bu uk r t T
u

= =  

       
2
2 1

22,1
2 3

( ) ( )( , )
( )

A Bu uh r t T
u

= =  

      
2
2 1 2

11,2
2 3

( ) ( ) ( )( , )
( )
A A Bu u uq r t T

u
= =  

   当对于稳定的各向同性湍流，二元与三元速度关联张量可由 ，

和 ， ， 表示。 

( )f r

)r(g ( )k r ( )h r )r(q

在均匀各向同性湍流中，压力—脉动速度相关项 和 为零，

因此二阶相关量的动力学方程可写为如下形式： 

,p jk p,ik

j,i
kk

kj,i
k

j,ik
k

j,i Q
xx

)S
x

S
x

(Q
t ∂∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂ ν2  

                     
2 2

2
2 2 2

1 2r r r

2

3

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
 

   将 和 通过一个标量函数表示之后代入上式 ,i jQ ,ik jS
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( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′+′′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′−

∂
∂ f

r
fuk

r
ku)fu(

t
424 22

3
22 ν  

   这一方程可作为研究各向同性湍流动力学性质的出发点，是湍流

统计理论中最重要的动力学方程。——karman-Howarth（1938） 

二、几点推论 

   在各向同性湍流中 

   1、湍能耗散方程： 

   将函数 f 与 的 Taylor 展开（在 处） k 0r →

2 4
2

0

1( ) 1
2 4! rg

ff r r r
λ →

′′′′
= − + +L 

3

0

( )
6 r

kk r r
→

′′′
= +L  

   代入卡门—豪沃斯方程，首先由常数项的系数相等，得湍耗散方

程 

2

22

10
g

u
dt
ud

λ
ν−=   或 2

22

1523

g

u
dt

)/u(d
λ

ν−=  

   可见，在各向同性湍流中不存在湍能对流、扩散和湍能产生诸因

素的条件下，引起湍能变化的唯一因素是粘性耗散。因此可定义粘性

耗散速度的绝对值 

2

2

15
g

u
λ

νε =  

   2、洛依强斯基不变量 

   求卡门—豪沃斯方程的四阶积分矩，则得 
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( ) [ ]
∞

∞∞

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

=−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

∫
0

42
0

42
3

2

0

42 2
r
frukr)u(drt,rfru

t
ν  

通常认为在均匀湍流中所有速度关联，当两点距离很大时，都如

指数般衰减，故假设 04 =
∂
∂

∞→ r
frlim

r
  以及 4

0
lim 0
r

r
→

= 。 

则积分 

2 4

0
( , )u r f r t dr Const

+∞
Λ = =∫  

   在湍流随时间衰减过程中是一个不变量，这一条件由洛依强斯基

导出，故称为洛依强斯基不变量。 

   洛依强斯基将此不变量解释为由湍流发生系统所引进的总扰动量

保持守恒，或都解释为湍流场内流体的总角动量守恒。 
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以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如

要下载或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/59534113212

0012010
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