
专题 2.10 一元二次方程（挑战综合压轴题分类专题）

【挑战综合题】

【考点 1】一元二次方程➽➼➻可化为一元二次方程的分式方程

1．（2023·四川凉山·统考中考真题）解方程： 2
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2．（2012·山东德州·中考真题）解方程： 2
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3．（2023·陕西西安·校考模拟预测）解分式方程：
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【考点 2】一元二次方程的解★★分式的化简（整体思想）

4．（2023·山东德州·二模）先化简，再求值：
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，其中 x 满足 2 2 3 0x x- - = ．



5．（2012·甘肃兰州·中考真题）已知 x 是一元二次方程 x2－2x＋1＝0 的根，求代数式

2
x 3 5x+2

3x 6x x 2
- æ ö¸ -ç ÷- -è ø

的值．

6．（2023·江苏连云港·校考二模）先化简，再求值： 2
2 2 11
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a aa
a a

- -æ ö¸ - -ç ÷- +è ø
，其中 a 是方程 2 6 0x x- - =

的根．

【考点 3】解一元二次方程★★配方法的应用（应用）

7．（2023·浙江·一模）设 x，y 都是实数，请探究下列问题，

(1)尝试：①当 2x = - ， 1y = 时， 2 2 5x y+ =Q ，2 4xy = - ， 2 2 2x y xy\ + > ．

②当 1x = ， 2y = 时， 2 2 5x y+ =Q ， 2 4xy = ，\ 2 2 2x y xy+ > ．

③当 2x = ， 2.5y = 时，Q 2 2 10.25x y+ = ， 2 10xy = ， 2 2 2x y xy\ + > ．

④当 3x = ， 3y = 时，Q 2 2 18x y+ = ， 2 18xy = ， 2 2x y\ + ________2xy．

(2)归纳：
2 2x y+ 与 2xy 有怎样的大小关系？试说明理由．

(3)运用：求代数式
2

2
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的最小值．



8．（2013·四川达州·中考真题）选取二次三项式  2 0ax bx c a+ + ¹ 中的两项，配成完全平方式的过程叫

配方．例如

①选取二次项和一次项配方：  22 4 2 2 2x x x- + = - - ；

②选取二次项和常数项配方：    2
2 4 2 2 2 2 4x x x x- + = - + - ，

或    2
2 4 2 2 4 2 2x x x x- + = + - +

③选取一次项和常数项配方：  2
2 24 2 2 2x x x x- + = - -

根据上述材料，解决下面问题：

（1）写出 2 8 4x x- + 的两种不同形式的配方；

（2）已知 2 2 3 3 0x y xy y+ + - + = ，求 yx 的值．

【考点 4】一元二次方程根的判别式★★根与系数关系

9．（2023·湖北·统考中考真题）已知关于 x 的一元二次方程  2 22 1 0x m x m m- + + + = ．

(1)求证：无论 m 取何值时，方程都有两个不相等的实数根；

(2)设该方程的两个实数根为 a，b，若    2 2 20a b a b+ + = ，求 m 的值．



10．（2022·湖北十堰·统考中考真题）已知关于 x 的一元二次方程 2 22 3 0x x m- - = ．

(1)求证：方程总有两个不相等的实数根；

(2)若方程的两个实数根分别为a ，b ，且 2 5a b+ = ，求m 的值．

11．（2021·北京·统考中考真题）已知关于 x 的一元二次方程 2 24 3 0x mx m- + = ．

（1）求证：该方程总有两个实数根；

（2）若 0m > ，且该方程的两个实数根的差为 2，求m 的值．

【考点 5】一元二次方程➽➼➻几何问题

12．（2019·辽宁沈阳·统考中考真题）在平面直角坐标系中，直线 y＝kx+4（k≠0）交 x 轴于点 A（8，0），

交 y 轴于点 B，

（1）k 的值是　 　；

（2）点 C 是直线 AB 上的一个动点，点 D 和点 E 分别在 x 轴和 y 轴上．

①如图，点 E 为线段 OB 的中点，且四边形 OCED 是平行四边形时，求▱OCED 的周长；



②当 CE 平行于 x 轴，CD 平行于 y 轴时，连接 DE，若△CDE 的面积为
33
4
，请直接写出点 C 的坐标．

13．（2013·黑龙江黑河·中考真题）如图，平面直角坐标系中，直线 l 分别交 x 轴、y 轴于 A、B 两点

（OA＜OB）且 OA、OB 的长分别是一元二次方程  2x 3 1 x 3 0- + + = 的两个根，点 C 在 x 轴负半轴上，

且 AB：AC=1：2

（1）求 A、C 两点的坐标；

（2）若点 M 从 C 点出发，以每秒 1 个单位的速度沿射线 CB 运动，连接 AM，设△ABM 的面积为 S，

点 M 的运动时间为 t，写出 S 关于 t 的函数关系式，并写出自变量的取值范围；

（3）点 P 是 y 轴上的点，在坐标平面内是否存在点 Q，使以 A、B、P、Q 为顶点的四边形是菱形？若

存在，请直接写出 Q 点的坐标；若不存在，请说明理由．



14．（2011·山东淄博·中考真题）已知：Y ABCD 的两边 AB，AD 的长是关于 x 的方程
2 1 0

2 4
mx mx- + - =

的两个实数根．

（1）当 m 为何值时，四边形 ABCD 是菱形？ 

（2）若 AB 的长为 2，那么Y ABCD 的周长是多少？

【考点 6】一元二次方程的应用➽➼➻增长率图形问题★★销售利润问题

15．（2023·山东东营·东营市胜利第一初级中学校考三模）某公司 2 月份销售新上市的 A 产品 20 套，由

于该产品的经济适用性，销量快速上升，4 月份该公司销售 A 产品达到 45 套，并且 2 月到 3 月和 3 月到 4

月两次的增长率相同．

(1)求该公司销售 A 产品每次的增长率；

(2)若 A 产品每套盈利 2 万元，则平均每月可售 30 套，为了尽量减少库存，该公司决定采取适当的降价

措施，经调查发现，A 产品每套每降0.5万元，公司平均每月可多售出 20 套；若该公司在 5 月份要获利 70

万元，则每套 A 产品需降价多少？



16．（2023·湖北孝感·统考三模）随着疫情防控全面放开，“复工复产”成为主旋律．中航无人机公司统计

发现：公司今年 2 月份生产 A 型无人机 2000 架，4 月份生产 A 型无人机达到 12500 架．

(1)求该公司生产A 型无人机每月产量的平均增长率；

(2)该公司还生产 B 型无人机，已知生产 1 架 A 型无人机的成本 200 元，生产 1 架 B 型无人机的成本是

300 元．若生产 A B、两种型号无人机共 100 架，预算投入生产的成本不高于 22500 元，问最多能生产 B 型无

人机多少架？

17．（2023·湖北黄冈·统考模拟预测）“低碳生活，绿色出行”，自行车成为人们喜爱的交通工具，某品牌

共享自行车在宁波的投放量自 2017年起逐月增加，据统计，该品牌共享自行车1月份投放了640 辆，3月份

投放了1000辆．

(1)若该品牌共享自行车前 4个月的投放量的月平均增长率相同，则 4月份投放了多少辆？

(2)考虑到增强客户体验，该品牌共享自行车准备投入3万元向自行车生产厂商定制一批两种规格比较高

档的自行车，之后投放到某高端写字楼区域，已知自行车生产厂商生产A 型车的成本价为300元 /辆，售价

为500元 /辆，生产 B 型车的成本价为700 元 /辆，售价为1000元 /辆．根据定制要求， B 型车的数量超过12

辆，且A 型车的数量不少于 B 型车的 2倍．自行车生产厂商应如何设计生产方案才能获得最大利润？最大利

润是多少？



【挑战压轴题】

【考点 1】解一元二次方程➽➼➻分式方程★★无理方程★★高次方程

18．（2023·浙江温州·校考一模）解方程：

(1) 2 8 2x x+ - - = ；       (2) 2
2 1 1
2 3 3
x

x x x
- =

- - -
；       (3) 2 22 3 2 1 1 0x x- - + =

19．（2023 春·上海·八年级专题练习）解方程： 3 5 2 1x x- - + = ．

20．（2023·江苏·九年级假期作业）阅读理解以下内容，解决问题：

解方程：
2 2 0x x+ - = ．

解： 2 2| |x x=Q ，

\方程即为：
2| | 2 0x x+ - = ，

设 x t= ，原方程转化为： 2 2 0t t+ - =



解得， 1 1t = ， 2 2t = - ，

当 1 1t = 时，即 1x = ， 1 1x\ = ， 2 1x = - ；

当 2 2t = - 时，即 2x = - ，不成立．

\综上所述，原方程的解是 1 1x = ， 2 1x = - ．

以上解方程的过程中，将其中 x 作为一个整体设成一个新未知数 t ，从而将原方程化为关于 t 的一元二

次方程，像这样解决问题的方法叫做“换元法”（“元”即未知数）．

(1)已知方程：
2

2
1 22 1 0x x
x x

+ - - - = ，若设
1x m
x

+ = ，则利用“换元法”可将原方程化为关于m 的方程是

______；

(2)仿照上述方法，解方程：
1 1 1 5 0
x x

- + - = ．

【考点 2】一元二次方程★★➽➼➻分式方程★★不等式解集★★勾股定理

21．（2023·广东·模拟预测）若关于 x，y 的二元一次方程
2 3
4 1

x y a
x y a

- = +ì
í + = -î

，若满足 0x > ， 0y > ．

(1)求参数 a 的取值范围；

(2)若 y 为一个直角三角形的一条直角边长，x 为该直角三角形的斜边长，另一条直角边长为方程

3 26 11 99 0m m m- + = 的一个根，试求该直角三角形的周长．

22．（2023 春·重庆北碚·八年级西南大学附中校考阶段练习）若关于 x 的方程
 

2

1 2 1 21
1

k x k k
x x x x
- +

+ = +
+ +



有且只有一个实数根，求实数 k 的所有可能值．

23．（2021 秋·新疆乌鲁木齐·九年级校考期中）已知：关于 x 的一元二次方程

2 2(2 3) 3 2 0x m x m m- + + + + =

(1)已知 x=2 是方程的一个根，求 m 的值；

(2)以这个方程的两个实数根作为△ABC 中 AB、AC（AB<AC）的边长，当 BC= 5 时，△ABC 是直角三

角形，求此时 m 的值．

【考点 3】一元二次方程★★函数问题（应用）

24．（2023·湖南益阳·校考一模）如图，在平面直角坐标系中，直线
1 3
2

y x= + 分别与 x 轴、y 轴交于点

B、C，且与直线
1
2

y x= - 交于 A．

(1)分别求出 A、B、C 的坐标；

(2)若 D 是线段OA上的点，且 COD△ 的面积为 3，求直线CD 的函数解析式；

(3)在（2）的条件下，设 P 是射线CD 上的点，在平面内是否存在点 Q，使以 O、C、P、Q 为顶点的四

边形是菱形？若存在，直接写出点 Q 的坐标；若不存在，请说明理由．



25．（2022 春·广东广州·八年级统考期末）当 m，n 为实数，且满足m nm n+ = 时，就称点 , mP m
n

æ ö
ç ÷
è ø

为“状

元点”．已知点 A（0，7）和点 M 都在直线 y x b= + 上，点 B，C 是“状元点”，且 B 在直线 AM 上．

(1)求 b 的值及判断点 F（2，6）是否为“状元点”；

(2)请求出点 B 的坐标；

(3)若 5 2AC  ，求点 C 的横坐标的取值范围．

26．（2014·黑龙江·统考中考真题）如图，在平面直角坐标系中，正方形 ABCD 的顶点 A 在 y 轴正半轴

上，顶点 B 在 x 轴正半轴上，OA、OB 的长分别是一元二次方程 x2﹣7x+12=0 的两个根（OA＞OB）．

（1）求点 D 的坐标．

（2）求直线 BC 的解析式．

（3）在直线 BC 上是否存在点 P，使△PCD 为等腰三角形？若存在，请直接写出点 P 的坐标；若不存

在，说明理由．



参考答案

1． 2x =

【分析】分式方程去分母转化为整式方程，求出整式方程的解得到 x 的值，经检验即可得到分式方程的

解．

解： 2
2

1 1
x

x x
=

+ -

方程两边同乘   1 1x x+ - ，

得  1 2x x - = ，

整理得， 2 2 0x x- - = ，

∴   1 2 0x x+ - = ，

解得： 1 1x -= ， 2 2x = ，

检验：当 = 1x - 时，   1 1 0x x+ - = ， = 1x - 是增根，

当 2x = 时，   1 1 3 0x x+ - = ¹ ，

\原方程的解为 2x = ．

【点拨】本题考查了分式方程的解法，属于基本题型，熟练掌握解分式方程的方法是解题关键．

2．x=2

解：方程两边都乘以（x+1）（x﹣1）得：，

2+（x﹣1）=（x+1）（x﹣1），解得：x=2 或﹣1．

经检验：x=－1 是增根．

∴原方程的解为 x=2．

首先去掉分母，观察可得最简公分母是（x＋1）（x－1），方程两边乘最简公分母，可以把分式方程转化

为整式方程求解，然后解一元二次方程，最后检验即可求解．

3． 5x =

【分析】根据分式方程的解法步骤求解即可．

解：去分母，得  2 22 1 8 1x x- - = - ，

去括号，得 2 22 4 2 8 1x x x- + - = -

移项、合并同类项，得 2 4 5 0x x- - = ，

解得 1 1x = - ， 2 5x = ，



经检验， 5x = 是方程的解．

【点拨】本题考查解分式方程、解一元二次方程，熟练掌握分式方程的解法步骤是解答的关键．

4． 1x + ，4

【分析】先计算括号内的，再计算除法，然后解出一元二次方程 2 2 3 0x x- - = ，根据分式有意义的条

件可得 3x = ，再代入化简后的结果，即可求解．

解：
2

2

3 41
1 2 1

xx
x x x

-æ ö- - ¸ç ÷+ + +è ø

 22

2

11 3·
1 4

xx
x x

+- -
=

+ -

 22

2

14·
1 4

xx
x x

+-
=

+ -

1x= + ，

∵ 2 2 3 0x x- - = ，

∴ 1 23, 1x x= = - ，

∵ 1 0x + ¹ ，且 2 4 0x - ¹ ，

∴取 3x = ，

∴原式 3 1 4= + = ．

【点拨】本题主要考查了分式的化简求值，解一元二次方程，熟练掌握相关运算法则是解题的关键．

5．
1

12

解：∵x2－2x＋1＝0，

∴x1＝x2＝1，

原式＝         
2x 3 x 9 x 3 x 2 1= =

3x x 2 x 2 3x x 2 x+3 x 3 3x x+3
- - - -

¸ ×
- - - -

．

∴当 x＝1 时，原式＝  
1 1=

3× 1+3 12 ．

6． 2

1
-a a

；
1
6

【分析】先根据分式混合运算的顺序把原式进行化简，再根据 a 是方程 2 6 0x x- - = 的根求出 a 的值，

代入原式进行计算即可．

解： 2
2 2 11
1 1

a aa
a a

- -æ ö¸ - -ç ÷- +è ø

  
 

1+1 1
+12 +1 2 1

+1 +1
a aa a

aa a aa
aæ ö- -

= ¸ - -ç ÷+- è ø



  
22 + 2 +1

+1+1 1
a a a a a

aa a
- - -1-

= ¸
-

  
2

1+1 1
2 2

+
a

a
a a

a a
=

-
- -

¸

    2+1 1
2 1a

a
a

a aa
- +

= ´
--

2

1
a a

=
-

，

∵a 是方程 2 6 0x x- - = 的根，

∴ 2 6a a- = ，

∴原式
1
6

= ；

【点拨】本题综合考查了一元二次方程的解、分式的化简求值．解答此题时，采用了“整体代入”思想是

解题的关键，避免了求 a 的值的繁琐过程，而是直接将 2 6a a- = 整体代入化简后的代数式．

7．(1) =；(2) 2 2 2x y xy+ ³ ，理由见分析；(3)代数式
2

2
4

+x
x

的最小值为 8．

【分析】（1）求得 2 2 18x y+ = ， 2 18xy = ，得到 2 2 2x y xy+ = ；

（2）结合完全平方的非负性即可解答；

（3）利用归纳的结论即可求解．

解：当 3x = ， 3y = 时，Q 2 2 18x y+ = ， 2 18xy = ，

2 2 2x y xy\ + = ，

故答案为：=；

（2）解： 2 2 2x y xy+ ³ ，理由如下，

∵ 2 2 22 ( ) 0x xy y x y- + = - ³ ，

∴ 2 2 2x y xy+ ³ ；

（3）解：∵ 2 2 2x y xy+ ³ ，

∴ 2 2
2 2

4 42 8x x
x x

+ ³ × = ，

∴代数式
2

2
4

+x
x

的最小值为 8．

【点拨】本题考查了配方法的应用，利用完全平方非负数的性质是解题关键．

8．（1）答案解析；（2）1．

【分析】（1）根据配方法的步骤根据二次项系数为 1，常数项是一次项系数的一半的平方进行配方和二



次项和常数项在一起进行配方即可． 

（2）根据配方法的步骤把 2 2 3 3 0x y xy y+ + - + = 变形为  
2

23 2 0
2 4
yx yæ ö+ + - =ç ÷

è ø
，再根据偶次幂的非负

性质得到
0

2
2 0

yx

y

ì + =ï
í
ï - =î

，求出 x，y 的值，即可得出答案．

解：（1） 2 2 28 4 8 16 16 4 ( 4) 12x x x x x- + = - + - + = - - ，

或  22 2-8 4 - 4 4 -8 4 - 2 - 4x x x x x x x x+ = + + = ．

（2）∵ 2 2 3 3 0x y xy y+ + - + = ，

∴
2 2

2 3 3 3 0
4 4
y yx xy y+ + + - + = ，即  

2
23 2 0

2 4
yx yæ ö+ + - =ç ÷

è ø
．

∴
0

2
2 0

yx

y

ì + =ï
í
ï - =î

，解得
1

2
x
y

= -ì
í =î

．

∴  21 1= - =yx ．

9．(1)证明见分析；(2) m 的值为 1 或 2-

【分析】（1）根据一元二次方程根的判别式可进行求解；

（2）根据一元二次方程根与系数的关系可进行求解．

解：（1）证明：∵    2 2Δ 2 1 4 1 0m m mé ù= - + - ´ + = >ë û ，

∴无论m 取何值，方程都有两个不相等的实数根．

（2）解：∵  2 22 1 0x m x m m- + + + = 的两个实数根为 ,a b，

∴ 22 1,a b m ab m m+ = + = + ．

∵    2 2 20a b a b+ + = ，

∴ 2 22 4 2 20a ab b ab+ + + = ， 22( ) 20a b ab+ + = ．

∴ 2 22(2 1) 20m m m+ + + = ．

即 2 2 0m m+ - = ．

解得 1m = 或 2m = - ．

∴ m 的值为 1 或 2- ．

【点拨】本题主要考查一元二次方程根的判别式及根与系数的关系，熟练掌握一元二次方程根的判别



式及根与系数的关系是解题的关键．

10．(1)见分析；(2) 1m = ±

【分析】（1）根据根的判别式 2 4b acD = - ，即可判断；

（2）利用根与系数关系求出 2a b+ = ，由 2 5a b+ = 即可解出a ，b ，再根据 23ma b× = - ，即可得到

m 的值．

解：（1）  22 2 24 2 4 1 ( 3 ) 4 12b ac m mD = - = - - ´ × - = + ，

∵ 212 0m ³ ，

∴ 24 12 4 0m+ ³ > ，

\该方程总有两个不相等的实数根；

（2）Q方程的两个实数根a ，b ，

由根与系数关系可知， 2a b+ = ， 23ma b× = - ，

∵ 2 5a b+ = ，

∴ 5 2a b= - ，

∴ 5 2 2b b- + = ，

解得： 3b = ， 1a = - ，

∴ 23 1 3 3m- = - ´ = - ，即 1m = ± ．

【点拨】本题考查了根的判别式以及根与系数的关系，解题的关键是掌握根的判别式以及根与系数的

关系．

11．（1）见详解；（2） 1m =

【分析】（1）由题意及一元二次方程根的判别式可直接进行求证；

（2）设关于 x 的一元二次方程 2 24 3 0x mx m- + = 的两实数根为 1 2,x x ，然后根据一元二次方程根与系数

的关系可得
2

1 2 1 24 , 3x x m x x m+ = × = ，进而可得  2
1 2 4x x- = ，最后利用完全平方公式代入求解即可．

解：（1）证明：由题意得： 21, 4 , 3a b m c m= = - = ，

∴ 2 2 2 24 16 4 1 3 4b ac m m mD = - = - ´ ´ = ，

∵ 2 0m ³ ，

∴ 24 0mD = ³ ，

∴该方程总有两个实数根；

（2）解：设关于 x 的一元二次方程 2 24 3 0x mx m- + = 的两实数根为 1 2,x x ，则有：



2
1 2 1 24 , 3x x m x x m+ = × = ，

∵ 1 2 2x x- = ，

∴    2 2 2 2
1 2 1 2 1 24 16 12 4x x x x x x m m- = + - = - = ，

解得： 1m = ± ，

∵ 0m > ，

∴ 1m = ．

【点拨】本题主要考查一元二次方程根的判别式及根与系数的关系，熟练掌握一元二次方程根的判别

式及根与系数的关系是解题的关键．

12．（1）
1
2

- ；（2）①▱OCED 的周长 8+4 5 ；②C 的坐标为（﹣3，
11
2
）或（11，

3
2

- ）．

【分析】（1）根据点 A 的坐标，利用待定系数法可求出 k 值；

（2）①利用一次函数图象上点的坐标特征可得出点 B 的坐标，由平行四边形的性质结合点 E 为 OB 的

中点可得出 CE 是△ABO 的中位线，结合点 A 的坐标可得出 CE 的长，在 Rt△DOE 中，利用勾股定理可求出

DE 的长，再利用平行四边形的周长公式即可求出▱OCED 的周长；

②设点 C 的坐标为（x，
1 4
2

x- + ），则 CE＝|x|，CD＝
1 4
2

x- + ，利用三角形的面积公式结合△CDE 的

面积为
33
4
可得出关于 x 的方程，解之即可得出结论．

解：（1）将 A（8，0）代入 y＝kx+4，得：0＝8k+4，

解得：k＝
1
2

- ．

故答案为
1
2

- ．

（2）①由（1）可知直线 AB 的解析式为 y＝
1
2

- x+4．

当 x＝0 时，y＝
1
2

- x+4＝4，

∴点 B 的坐标为（0，4），

∴OB＝4．

∵点 E 为 OB 的中点，

∴BE＝OE＝ 1
2 OB＝2．

∵点 A 的坐标为（8，0），



∴OA＝8．

∵四边形 OCED 是平行四边形，

∴CE∥DA，

∴ 1BC BE
AC OE

= = ，

∴BC＝AC，

∴CE 是△ABO 的中位线，

∴CE＝ 1
2 OA＝4．

∵四边形 OCED 是平行四边形，

∴OD＝CE＝4，OC＝DE．

在 Rt△DOE 中，∠DOE＝90°，OD＝4，OE＝2，

∴DE＝ 2 2 2 5OD OE+ = ，

∴C 平行四边形 OCED＝2（OD+DE）＝2（4+2 5 ）＝8+4 5 ．

②设点 C 的坐标为（x，
1
2

x- +4），则 CE＝|x|，CD＝|
1
2

- x+4|，

∴S△CDE＝
1
2 CD•CE＝|﹣

1
4

x2+2x|＝
33
4
，

∴x2+8x+33＝0 或 x2+8x﹣33＝0．

方程 x2+8x+33＝0 无解；

解方程 x2+8x﹣33＝0，得：x1＝﹣3，x2＝11，

∴点 C 的坐标为（﹣3，
11
2
）或（11，

3
2

- ）．

【点拨】本题考查了待定系数法求一次函数解析式、一次函数图象上点的坐标特征、平行四边形的性

质、勾股定理、平行四边形的周长、三角形的面积、解一元二次方程以及三角形的中位线，解题的关键是：
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