
期末专题 08 圆锥曲线大题综合（椭圆、双曲线、抛物线）（附加）

（精选 30 题）

1．（22-23高二下·河北邢台·期末）椭圆  
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

    的两焦点为  1 2,0F  ，  2 2,0F ，且椭圆过点

 2 3, 3M  .

(1)求椭圆的方程；

(2)O是坐标原点， ,A B是椭圆上两点，OAMB是平行四边形，求以 AB为直径的圆的方程.

【答案】(1)
2 2

1
16 12
x y

 

(2)  
2

2 3 393
2 4

x y
 

     
 

【分析】（1）根据椭圆的定义及焦点坐标求得椭圆的方程；

（2）根据点差法求出直线 AB的方程，与椭圆方程联立求出弦长 AB 得到圆的直径，以OM 的中点Q为圆

心，得出圆的方程.

【详解】（1）    2 2

1 22 2 3 2 3 2 3 2 3a MF MF       

19 8 3 19 8 3 4 3 4 3 8         ，

则 2 16a  ，又 2 4c  ，所以 2 12b  ，故椭圆的方程为
2 2

1
16 12
x y

  .

（2）OM 的中点为
33,
2

Q
 

  
 

，设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，

则
2 2
1 1 1
16 12
x y

  ，
2 2
2 2 1
16 12
x y

  ，

两式相减整理得
1 2 1 2

1 2 1 2

3 0
4

y y y y
x x x x
 

  
  ，其中

1 2

1 2
AB

y y k
x x



 ，

1 2 2 3Qy y y    ， 1 2 2 2 3Qx x x   ，

故
3 1 0
4 2ABk

     
 

，则
3
2ABk  .

故 AB的方程为  3 3 3
2 2

y x   ，即
3 2 3
2

y x  ，



代入椭圆方程整理得 212 24 3 0x x 

得 1 0x  ， 2 2 3x  ，所以 1 2
91 39
4

AB x x    ，

故所求圆的方程为  
2

2 3 393
2 4

x y
 

     
 

.

2．（22-23高二下·湖南·期末）已知平面上动点 E到点 ( )1,0A 与到圆 2 2: 2 15 0B x y x    的圆心 B的距离之

和等于该圆的半径.

(1)求点 E的轨迹方程；

(2)已知 ,M N两点的坐标分别为    2,0 , 2,0 ，过点A的直线与（1）中点 E的轨迹交于 ,C D两点（ ,C D与

,M N不重合）.证明：直线MC与 ND的交点的横坐标是定值.

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

 

(2)证明见解析

【分析】（1）根据椭圆的定义求标准方程；

（2）利用韦达定理以及直线的点斜式方程和直线的交点坐标的求解方法证明.

【详解】（1）

依题意，  1,0B  ，圆 B的半径为 4.

于是 4EA EB  ，且 2 4 AB ，故点 E的轨迹为椭圆.



2 2 22 4,2 2, 3a c b a c      .

所以点 E的轨迹方程为：
2 2

1
4 3
x y

  .

（2）依题意直线CD的斜率不为 0，

设直线CD的方程为：    1 1 2 21, , , ,x my C x y D x y 

代入椭圆方程 2 23 4 12x y  得：  2 24 3 6 9 0m y my    .

所以 1 2 2

6
4 3

my y
m

  


①， 1 2 2

9
4 3

y y
m





②

又直线MC的方程为：  1

1

2
2

yy x
x

 
 ，

直线 ND的方程为：  2

2

2
2

yy x
x

 


联立上述两直线方程得：    1 2

1 2

2 2
2 2

y yx x
x x

  
  ，

即
 
 

 
 

2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1

2 3 32
2 2 1

y x y my my y yx
x y x y my my y y

  
  

   
，

将①②代入上式得：
22

1 2 2

1 2 1
22 2

9 332 4 3 39 62
4 3 4 3

m ymy y yx m
m mx my y y y
m m


   

   
 

,

即
2 3
2

x
x





，解得 4x  .

所以直线MC与 ND的交点的横坐标是定值 4.

3．（22-23高二下·湖北·期末）已知抛物线  2: 2 0C x py p  ，点   ,4 0P m m  在抛物线C上，且点 P到

抛物线C的焦点的距离为
17
4
.

(1)求 p；

(2)设圆  22: 2 1M x y   ，点Q是圆M 上的动点，过点 P作圆M 的两条切线，分别交抛物线C于 ,A B两

点，求 ABQ 的面积S的最大值.

【答案】(1)
1
2

p 

(2)10 7
9

【分析】（1）根据抛物线的定义，即可求解.



（2）根据已知直线方程，和抛物线联立方程，结合韦达定理，求出点 ,A B的坐标，从而求出直线 AB的方

程，根据弦长公式，求得 AB ，结合圆上一点到直线的距离的最大值为 d r ，从而求出 ABQ 的面积S的

最大值.

【详解】（1）由题知准线方程为
2
py   ，则

174
2 4
p

  ，得
1
2

p  .

（2）抛物线的方程为 2x y ，把点 P代入到抛物线方程， 2 4m  ，又 0m  ，

所以 2m   ，则点 P的坐标为  2,4 ，

依题知过点 P的直线斜率必存在，

设过点 P的直线方程为  4 2y k x   ，

设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，  22: 2 1M x y   的圆心为 (0,2)M ，半径 1r  ，

则圆心到该直线的距离为
2

2 2 4

1

k

k

  


，

由直线与圆相切，所以
2

2 2 4
1

1

k

k

  



，解得 1

4 7
3

k  
 ， 2

4 7
3

k  
 ，

联立  
2

4 2
x y
y k x

 
   

，消 y得， 2 2 4 0x kx k    ，则 1Px x k  ，又 2Px   ，

不妨设 1 1
4 7 2 72 2
3 3

x k   
     ，同理 2 2

4 7 2 72 2
3 3

x k   
     ，

故
2 7 11 4 7,
3 9

A
  
 
 

，
2 7 11 4 7,
3 9

B
  
 
 

，得

11 4 7 11 4 7
49 9
32 7 2 7

3 3

ABk

 
 

 
，

所以直线 AB：
11 4 7 4 2 7

9 3 3
y x

  
   

 
，即 4 3 1 0x y   ，

1 2
161
9

AB x x  
5 2 7 2 7 10 7
3 3 3 9

 
    （定值），

要使 ABQ 的面积S最大，则 ABQ 中 AB边上的高最大即可，

又因为圆心M 到直线的距离为
6 1

1
5

d
 

  ，

则圆上一点到直线的距离的最大值为 1 1 2d r    ，

即 ABQ 中 AB边上的高的最大值为 2 ,



所以 max
1 10 7 10 72
2 9 9

S     .

4．（22-23高二下·湖南长沙·期末）已知抛物线 2 2x py ，点 (2,8)P 在抛物线上，直线 2y kx  交C于A，

B两点，M 是线段 AB的中点，过M 作 x轴的垂线交C于点 N．

(1)求点 P到抛物线焦点的距离；

(2)是否存在实数 k使 0NA NB 
 

，若存在，求 k的值；若不存在，说明理由．

【答案】(1)
65
8

(2)存在； 2k  

【分析】（1）点 (2,8)P 代入抛物线中求得抛物线方程，从而找到点 P到抛物线焦点的距离.

（2）可利用直角三角形的性质，斜边中线的长度等于斜边的一半，转换为圆锥曲线的弦长问题；

【详解】（1）将点 (2,8)P 代入抛物线方程，则
1 ,
4

p  2 1
2

x y ，

抛物线焦点
10,
8

F  
 
 

，

则点 P到抛物线焦点的距离等于点 P到抛物线准线的距离
1 65| | 8
8 8

PF    ．

（2）存在，证明如下：

如图，设  21 1, 2A x x ，  22 2, 2B x x ．



把 2y kx  代入 22y x 得 22 2 0x kx   ， 2 16 0k    ，

由根与系数的关系得 1 2 2
kx x  ， 1 2 1x x   ．

1 2

2 4N M
x x kx x 

    ， N 点的坐标为
2

,
4 8
k k 

 
 

．

假设存在实数 k，使 0NA NB 
 

，则 NA NB ．

又 M 是 AB的中点，
1
2

MN AB  ．

由（1）知，

     
2 2

1 2 1 2 1 2
1 1 1 12 2 4 4 2
2 2 2 2 2 4M

k ky y y kx kx k x x
 

               
 

．

MN x 轴，
2 2 2 162
4 8 8M N
k k kMN y y 

       ，

又 2
1 2| | 1AB k x x    22

1 2 1 21 4k x x x x   

2
2 2 211 4 ( 1) 1 16

2 2
kk k k         

 
．

2
2 2 2 216 1 1 16 16 2 1

8 4
k k k k k

        ，

两边同时平方得：  2 216 4 1k k   ，

解得 2k   ，即存在 2k   ，使 0NA NB 
 

．

5．（22-23高二下·黑龙江哈尔滨·期末）已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    .四个点

     1 2 3 4
3 153,1 , 2,3 , 2, 3 , ,
2 2

P P P P
 

    
 

中恰有三点在双曲线C上.

(1)求双曲线C的方程；

(2)若直线 :l y kx m  与双曲线C交于 ,M N两点，且OM ON ，求原点O到直线 l的距离.

【答案】(1)
2

2 1
3
yx  

(2) 6
2
.

【分析】（1）由双曲线性质可知， 2 3,P P 关于原点对称，可得 2 3,P P 一定在双曲线上，根据双曲线在第一象限

图象判断点 1P不在双曲线上，即 2 3 4,P P P､ 在双曲线上，进而可得答案.



（2）联立直线与双曲线方程消去 y，由 1 2 1 2 0x x y y  ，结合韦达定理可得 2 22 3 3m k  ，再利用点到直线

距离公式，化简即可得答案.

【详解】（1）由双曲线性质可知， 2 3,P P 关于原点对称，

所以 2 3,P P 一定在双曲线上，根据双曲线在第一象限图象

而  1 3,1P 和  2 2,3P 坐标的数中，3 2 ，但1 3 ，

所以点 1P不在双曲线上，即 2 3 4,P P P､ 在双曲线上.

2 2

2 2

4 9 1

9 15 1
4 4

a b

a b

  

  


解得 1, 3a b 

双曲线C的方程为
2

2 1
3
yx  

（2）直线MN的方程为 y kx m  ，设    1 1 2 2, , ,M x y N x y ，

由 2 23 3
y kx m
x y
 

  
消去 y得  2 2 23 2 3 0,k x kmx m    

所以  
2

2 2 2
1 2 1 22 2

2 33 0,Δ 12 3 0, ,
3 3
km mk m k x x x x
k k

 
         

 
.

由OM ON ，可得 0OM ON 
 

，即 1 2 1 2 0x x y y 

所以    1 2 1 2 0x x kx m kx m    ，

可化为    2 2
1 2 1 21 0k x x km x x m    

即  
2

2 2
2 2
3 21 0

3 3
m kmk km m
k k

 
     

 

则 2 2 2 2 2 2 2 2 23 3 2 3 0m k m k k m m k m       

即 2 22 3 3m k 

O 到 l的距离
2

22

3 6
1 2 21

m md
kk

   


.



6．（22-23高二下·安徽合肥·期末）已知双曲线 E：
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    的右焦点为 ( 5 ),0F ，过 F 且斜率

为 1的直线与 E的渐近线分别交于A， B两点（A在第一象限），O为坐标原点，
| | 3
| |
OA
OB

 ．

(1)求 E的方程；

(2)过点 (4,0)且倾斜角不为 0的直线与 E交于C，D两点，与 E的两条渐近线分别交于 P，Q两点，证明：

| | | |CP DQ ．

【答案】(1)
2

2 1
4
x y 

(2)证明见解析

【分析】

（1）由已知得 ABl ： 5y x  ，与渐近线方程联立解得 Ay ， By ，结合已知条件得 2a b ，进而求得 ,a b，

得到 E的方程；

（2）要证明 | | | |CP DQ ，只需证明CD的中点与 PQ的中点重合．设直线CD： 4x my  ，与双曲线方程联

立，结合韦达定理求出CD的中点为M 的坐标，由直线CD与渐近线方程联立，求出 ,P Q的坐标，进而得 PQ

的中点为 N 的坐标，即可得出结论．

【详解】（1）

由已知得 ABl ： 5y x  ，

联立

5,

,

y x
by x
a

  





解得
5

A
by

a b



，同理可得

5
B

by
a b

 


．

∵
| | 3
| |
OA
OB

 ，∴
5 3 5b b

a b a b


 
，整理得 2a b ．

又 2 2 5a b  ，∴ 2 4a  ， 2 1b  ，

∴ E的方程为
2

2 1
4
x y  ．



（2）

要证明 | | | |CP DQ ，只需证明CD的中点与 PQ的中点重合．

设CD的中点为M ，直线CD： 4x my  ，

联立 2 2

4,
4 4 0,

x my
x y
 

   
得  2 24 8 12 0m y my    ，

设  1 1,C x y ，  2 2,D x y ，则 1 2 2

8
4
my y
m

 


，

1 2
2

4
2 4M

y y my
m


 


， 2 2

4 164
4 4M
mx m
m m

      
，即 2 2

16 4,
4 4

mM
m m

 
   

，

双曲线 E：
2

2 1
4
x y  的渐近线方程为

1
2

y x  ，

由

4,
1 ,
2

x my

y x

 



 
得

8 ,
2

4 ,
2

x
m

y
m

  

  
 

可得
8 4,

2 2
P

m m
    

，

由

4,
1 ,
2

x my

y x

 




得

8 ,
2
4 ,

2

x
m

y
m

  

 
 

可得
8 4,

2 2
Q

m m
 
   

，

∴ PQ的中点为 2 2
16 4,

4 4
mN

m m
 
   

，

∴点M 与点 N 重合，∴ | | | |CP DQ ．

7．（22-23高二下·湖北武汉·期末）平面内与两定点  1 ,0A a ，   2 ,0 0A a a  连线的斜率之积等于非零常数

m的点的轨迹，加上 1A， 2A 两点所成的曲线记为曲线 C.

(1)求曲线 C的方程，并讨论 C的形状与 m值的关系；

(2)若 1m   时，对应的曲线为 1C ；对给定的    1,0 0,m   ，对应的曲线为 2C .设 1F， 2F 是 2C 的两个焦

点，试问：在 1C 上是否存在点 N，使得 1 2F NF△ 的面积
2S m a ，并证明你的结论.



【答案】(1) 2 2 2mx y ma  ；答案见解析

(2)存在；证明见解析

【分析】（1）设动点为M ，其坐标为 ( , )x y ，根据题意可得
y y m

x a x a
 

 
，整理可得曲线 C的方程为

2 2 2mx y ma  ，再把方程化为标准方程即可判断曲线的类型；

（2）对于给定的 ( 1,0) (0, )m   ， 1C 上存在点   0 0 0, 0N x y y  ，使得 1 2F NF△ 的面积
2S m a 的充要条

件为

2 2 2
0 0

2
0

1 2 1
2

x y a

a m y m a

  



  

，从而求得
1 5 0
2

m
  或

1 50
2

m 
  ，进而解决问题.

【详解】（1）设动点为M ，其坐标为 ( , )x y ，

当 x a  时，由条件可得
1 2MA MA

y yk k m
x a x a

   
 

，

即 2 2 2 ( )mx y ma x a    ，

又 1 2( ,0), ( ,0)A a A a 的坐标满足 2 2 2mx y ma  .

所以曲线 C的方程为 2 2 2mx y ma  .

当 1m   时，曲线C的方程为
2 2

2 2 1,x y C
a ma

 


是焦点在 y轴上的椭圆；

当 1m   时，曲线C的方程为 2 2 2 ,x y a C  是圆心在原点的圆；

当 1 0m   时，曲线C的方程为
2 2

2 2 1,x y C
a ma

 


是焦点在 x轴上的椭圆；

当 0m  时，曲线C的方程为
2 2

2 2 1,x y C
a ma

  是焦点在 x轴上的双曲线.

（2）在 1C 上存在点 N，使得 1 2F NF△ 的面积
2S m a ，证明如下：

由（1）知，当 1m   时，曲线 1C 的方程为 2 2 2x y a  ，

当 ( 1,0) (0, )m   时， 2C 的焦点分别为  1 2( 1 ,0), 1 ,0F a m F a m   ，

对于给定的 ( 1,0) (0, )m   ， 1C 上存在点   0 0 0, 0N x y y  ，使得 1 2F NF△ 的面积
2S m a 的充要条件为

2 2 2
0 0

2
0

(1)
1 2 1 (2)
2

x y a

a m y m a

  



  

由(1)得 00 | |y a  ，由(2)得 0
| || |
1
m ay
m




，



所以
| |0
1
m a a
m

 


，解得
1 5 0
2

m
  或

1 50
2

m 
  ，满足 ( 1,0) (0, )m   ，

所以存在点 N使得
2S m a .

【点睛】关键点睛：

第二问的关键是确定对于给定的 ( 1,0) (0, )m   ， 1C 上存在点   0 0 0, 0N x y y  ，使得 1 2F NF△ 的面积

2S m a 的充要条件为

2 2 2
0 0

2
0

1 2 1
2

x y a

a m y m a

  



  

，从而求得
1 5 0
2

m
  或

1 50
2

m 
  ，进而解决问题.

8．（22-23高二下·广东茂名·期末）已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    的离心率为
5 ,
2

C的右焦点 F到其渐

近线的距离为 1.

(1)求该双曲线C的方程；

(2)过点  4,0S 的动直线 l（存在斜率）与双曲线C的右支交于 A B､ 两点， x轴上是否存在一个异于点S的定

点T，使得 SA TB SB TA   成立．若存在，请写出点T的坐标，若不存在请说明理由.

【答案】(1)
2

2 1
4
x y 

(2)存在定点  1,0T

【分析】

（1）根据条件列出关于 , ,a b c的方程组求解即可；

（2）假设存在定点T满足已知条件，故设  ,0T m ，结合正弦定理得 ATS BTS  ，则 0AT BTk k  ，当

直线的斜率为 0时，显然不符合题意；当直线 l的斜率不为 0时，设直线 l的方程为 4, 0x ny n   ，与双曲

线联立，由直线 l与双曲线C的右支交于 ,A B两点，求得 2n 范围，然后结合韦达定理及 0AT BTk k  求解即

可.

【详解】（1）双曲线C的渐近线为
by x
a

  ，点 (c, 0)F 到渐近线的距离为 1，

2 2

2 2 2

1

5
2

bc
a b
ce
a

a b c

  
  


 



，解得 2, 1a b  ，



双曲线C的方程为
2

2 1
4
x y  .

（2）假设存在定点T满足已知条件，故设  ,0T m ，

SA TB SB TA   ，
SA SB
TA TB

  ，

在 ATS 和 BTS 中，由正弦定理得

sin sin
SA TA
ATS AST 

 ，及
sin sin

SB TB
BTS BST 

 ，

sin
sin

SA ATS
TA AST




  ，及
sin
sin

SB BTS
TB BST




 ，

π ,sin sinAST BST AST BST      ，

又 , sin sin
SA SB

ATS BTS
TA TB

    ，

ATS BTS   ，

直线 AT 与直线 BT 的倾斜角互补， 0AT BTk k  ，

当直线 l的斜率为 0时，显然不符合题意；

当直线 l的斜率不为 0时，设直线 l的方程为 4, 0x ny n   ，    1 1 2 2, , ,A x y B x y ，

联立 2
2

4

1
4

x ny
x y

 



 

，得  2 24 8 12 0n y ny    ，

所以 1 2 1 22 2

8 12,
4 4

ny y y y
n n

   
 

，

又因为直线 l与双曲线C的右支交于 ,A B两点，

1 2

1 2

2

0
0

Δ 0
4 0

x x
x x

n


   
  

，即

  
 
 

1 2

1 2

2

2

4 4 0
8 0

16 12 0

4

ny ny
n y y

n

n

   
   


 
 

，

 
 
 

2
1 2 1 2

1 2

2

2

4 16 0
8 0

16 12 0

4

n y y n y y
n y y

n

n

    
   


 
 

，



则

 

 

2

2

2

2

2

4 16
0

4
32 0
4

16 12 0

4

n

n

n
n

n

 
 


   
  




，解得 20 4n  ，

1 2

1 2

0, 0AT BT
y yk k

x m x m
    

 
 ，

又 1 1x ny 2 24, 4x ny   ，

1 2

1 2

0
4 4
y y

ny m ny m
  

    ，即 1 22ny y    1 24 0m y y   ，

 2 2
12 82 4 0

4 4
nn m

n n
         

，

即  8 1 0n m  ，解得 1m  ，

存在定点  1,0T ，使得 SA TB SB TA   成立.

9．（22-23高二下·福建泉州·期末）已知O为坐标原点，点 P到点  1,0F 的距离与它到直线 : 4l x  的距离之

比等于
1
2 ，记 P的轨迹为．点 ,A B在上， , ,F A B三点共线，M 为线段 AB的中点．

(1)证明：直线OM 与直线 AB的斜率之积为定值；

(2)直线OM 与 l相交于点 N ，试问以MN为直径的圆是否过定点，说明理由．

【答案】(1)证明见解析

(2)定点  1,0F ，理由见解析

【分析】（1） 先设  ,P x y ，再根据距离比计算轨迹，最后计算斜率积即可；

（2）先设  ,0T m ，再根据MN为直径的圆过定点  ,0T m ，计算 0MT NT 
uuur uuur

可得.

【详解】（1）设  ,P x y ，则有
 2 21 1

4 2
x y
x
 




，

整理得
2 2

1
4 3
x y

  ；

设  1 1,A x y ,  2 2,B x y ，  0 0
,M x y ，则 1 2

0 2
x xx 

 ， 1 2
0 2

y yy 
 ，

由 1

2 2
1

2 2
2 2

3 4 12
3 4 12
x y
x y

  


 
，两式相减：      1 2 1 2 1 2 1 23 4 0x x x x y y y y      ，



整理得    1 2 0 1 2 03 2 4 2 0x x x y y y      ，
01 2

1 2 0
3 4 0

yy y
x x x


  
 ，

01 2

1 2 0

3
4

yy y
x x x


  
 ，

即直线OM 与直线 AB的斜率之积为定值
3
4

 ．

（2）显然直线 AB的斜率不为 0，设直线 AB方程为 1x ty  ，

联立方程组 2 2

1
3 4 12
x ty
x y
 

  
，消去 x得：  2 23 4 6 9 0t y ty    ，

所以 1 2 2

6
3 4

ty y
t

  


， 1 2
2
3

2 3 4M
y y ty

t


  


， 2 2
3 41

3 4 3 4M
tx t

t t


   
 

，

2 2
4 3,

3 4 3 4
tM

t t
    

， 直线
3:
4
tOM y x  ， 从而点  4, 3N t ，

根据椭圆的对称性可知，若以MN为直径的圆过定点，则该定点在 x轴上，可设为  ,0T m ，

以MN为直径的圆过定点  ,0T m ，则 0MT NT 
uuur uuur

，

又 2 2
4 3,

3 4 3 4
tMT m

t t
     


，  4,3NT m t 


，

从而  
2

2 2
4 94 0

3 4 3 4
tm m

t t
       

，

整理得 2 2 2(3 12 9) 4 20 16 0t m m m m      ，

故
2

2

3 12 9 0
4 20 16 0
m m
m m

   


  
，解方程组可得 1m  ，

即以MN为直径的圆过定点  1,0F ．

10．（22-23高二下·广西南宁·期末）在平面直角坐标系 xOy中，已知点  2,0G ，直线 L： 2 2x  ，动点H

到点G的距离与直线 L的距离之比为
2
2

.

(1)求动点H 的轨迹 E的方程；

(2)设曲线 E与 x轴交于A、B两点，过 x轴上点  4,0M  作一直线 PQ与椭圆交于 P，Q两点（异于A，B），

若直线 AP与 BQ的交点为 N ，记直线MN与 AP的斜率分别为 1k ， 2k ，求
1

2

k
k .

【答案】(1)
2 2

1
4 2
x y

  ；

(2)
1
3
.

【分析】（1）设 ,( )H x y ，根据给定条件列出方程，再化简即可作答.



（2）设出直线 PQ的方程，与轨迹 E的方程联立，利用韦达定理、斜率坐标公式推理计算作答.

【详解】（1）设 ,( )H x y ，依题意，
2 2( 2) 2

2| 2 2 |
x y
x
 




，整理得
2 2

1
4 2
x y

  ，

所以动点H的轨迹 E是椭圆，其方程为
2 2

1
4 2
x y

  .

（2）由（1）知，不妨令 ( 2, 0), (2, 0)A B ，设    1 1 2 2( , ), , , ,N x y P x y Q x y ，

显然直线 PQ不垂直于 y轴，设直线 PQ的方程： 4x my  ，

由 2 2

4

1
4 2

x my

x y

 



 

消去 x并整理得 2 2( 2) 8 12 0m y my    ，有 2 264 48( 2) 0m m     ，即 2 6m  ，

于是 1 2 1 22 2

8 12,
2 2

my y y y
m m

  
 

，即有 1 2 1 2
3 ( )
2

my y y y  ，

由 P , N ,A和Q ,N , B三点共线，得

1

1

2

2

2 2

2 2

y y
x x
y y

x x

   

 
  

，即
 
 

1 2

2 1

2 2
2 2

y x x
y x x

 


 
，

而 1 1 2 24, 4x my x my    ，从而
 
 

1 2 1
1 2 1 2

2 1 2 1
1 2 2

3 ( 62 ( 6) 2 332 ( 2) 2
2

)(

)y y yy x y my
y x y my y y y

  
   

   
，

因此
2 3
2

x
x


 


，解得 = 1x  ，而 1 2,
4 2
y yk k

x x
 

 
，

所以
1

2

2 1
4 3

k x
k x


 

 .

11．（22-23高二下·湖北恩施·期末）已知椭圆C：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    的长轴长为 4，且短轴长是长轴长的

一半．

(1)求C的方程；

(2)已知直线 1l ： 1y x  与椭圆C相交于两点M ，N ，求线段MN的长度；



(3)经过点
11
2

P  
 
 
， 作直线 2l ，交椭圆于A、 B两点．如果 P恰好是线段 AB的中点，求直线 2l 的方程．

【答案】(1)
2

2 1
4
x y 

(2) 8 2
5

(3)
1 1
2

y x  

【分析】（1）由题意可得 2a， 2b的值，即求出 a，b的值，可得椭圆的方程；

（2）联立直线 1l 的方程与椭圆的方程，可得两根之和及两根之积，代入弦长公式，可得 MN 的大小；

（3）设A， B的坐标代入椭圆的方程，作差整理可得直线 2l 的斜率，代入点斜式方程求出直线 2l 的方程．

【详解】（1）由题意可得

2 4
12 2
2

a

b a





 
，可得 2a  ， 1b  ，

所以椭圆的C的方程为：
2

2 1
4
x y  ；

（2）设  1 1M x y， ，  2 2N x y， ，

联立
2 24 4

1
x y
y x

  


 
，整理可得 25 8 0x x  ，可得 21

8
5

  x x ， 1 2 0x x  ，

所以 2 2
1 2 1 2

8 8 21 1 ( ) 4 2
5 5

MN x x x x        ；

（3）设  3 3A x y， ，  4 4B x y， ，由题意可得 3 4 2x x  ， 3 4 1y y  ，

将A， B的坐标代入可得：

2
23
3

2
24
4

1
4

1
4

x y

x y


 


  

，

作差整理可得：
3 4 3 4

3 4 3 4

1 1 2 1
4 4 1 2

y y x x
x x y y
 

       
  ，



即直线 AB的斜率为
1
2

 ，

所以直线 2l 的方程为  1 1 1
2 2

y x    ，即
1 1
2

y x   ．

12．（2023·山东济南·三模）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    ，圆 2 2: 1M x y  与 x轴的交点恰为C的焦点，

且C上的点到焦点距离的最大值为 2b .

(1)求C的标准方程；

(2)不过原点的动直线 l与C交于 ,A B两点，平面上一点D满足OA AD
 

，连接 BD交C于点 E（点 E在线段

BD上且不与端点重合），若
2
5

EAB

DAB

S
S




，试判断直线 l与圆 M的位置关系，并说明理由.

【答案】(1)
2 2

1
4 3
x y

 

(2)相离，理由见解析

【分析】（1）根据题意求得 1c  和 2a c b  ，结合 2 2 2a b c  ，求得 ,a b的值，即可求解；

（2）设直线 : ( 0)l y kx m m   ，联立方程组得到
2

1 2 1 22 2
8 4 12,
4 3 4 3
km mx x x x
k k


   

 
，且 0  ，由OA AD

 
和

2
5

EAB

DAB

S
S




，求得 E点坐标，代入椭圆

2 2

1
4 3
x y

  ，化简得到 1 2 1 23 4x x y y  ，结合点O到直线 l的距离

3 1
2

d r   ，得到直线 l与圆M 相离；当直线 l的斜率不存在时，求得 1 2x   ，得到直线 l与圆M 相离，

即可求解.

【详解】（1）解：由题意，圆 2 2: 1M x y  与 x轴的交点为  1,0 ，可得 1c  ，

椭圆C上的点到焦点距离的最大值为 2a c b  ，

又因为 2 2 2a b c  ，可得 2, 3a b  ，所以椭圆C的标准方程为
2 2

1
4 3
x y

  .

（2）解：如图所示，设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ，

当直线 l的斜率存在时，设直线 : ( 0)l y kx m m   ，



联立方程组 2 2

1
4 3

y kx m

x y

 



 

，整理得 2 2 2( )4 3 8 4 12 0k x kmx m     ，

则
2

1 2 1 22 2
8 4 12,
4 3 4 3
km mx x x x
k k


   

 
，且 2 2 2(8 ) 4(4 3)(4 12) 0km k m      ，

可得
2 2

2 2
1 2 1 1 1 2 1 2 2

3 12( )( ) ( )
4 3
m ky y kx m kx m k x x km x x m
k


       


，

由OA AD
 

可得点A为OD中点，可得 1 1(2 , 2 )D x y ，且有
2
5

EAB

DAB

S
S




，可得

2
5

EB
BD

 ，

所以 1 2 1 2
2 3 4 3 4 3( , )
5 5 5 5 5 5

OE OD OB x x y y    
  

，

即 E点坐标为 1 2 1 2
4 3 4 3,
5 5 5 5
x x y y   

 
，

将点 E代入椭圆
2 2

1
4 3
x y

  ，可得 1 2 1
2

2
21 4 3 1 4 3( (

4 5 5 3 5
)

5
) 1x x y y   ，

整理得
2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 216 9 24 1

25 4 3 25 4 3 25 4 3
x y x y x x y y                  

    
，

又由点 ,A B分别满足
2 2 2 2
1 1 2 21, 1
4 3 4 3
x y x y

    ，

代入上式可得 1 2 1 2 0
4 3
x x y y

  ，即 1 2 1 23 4x x y y  ，

代入韦达定理，可得代入韦达定理可得 2 22 4 3m k  ，满足 0  ，

点O到直线 l的距离
2

2

2 2 22

32 12 2
1 1 2( 1)1

km md
k k kk


    

  
，

因为 2 0k  ，可得 22( 1) 2k   ，所以 2
1 10

2( 1) 2k
 


，所以 2

3 12 2
2 2( 1)k
  


，

所以
3 1
2

d r   ，所以直线 l与圆M 相离，

当直线 l的斜率不存在时，此时有 1 2 1 2,x x y y   ，

代入 1 2 1 23 4x x y y  ，可得
2 2
1 13 4 0x y  ，又因为

2 2
1 1 1
4 3
x y

  ，可得 1 2x   ，

所以直线 l的方程为 1 2x   ，也满足直线 l与圆M 相离，

综上可得，直线 l与圆M 相离.



【点睛】方法技巧：圆锥曲线中的最值问题是高考中的热点问题，常涉及不等式、函数的值域问题，综合

性比较强，解法灵活多样，但主要有两种方法：

（1）几何转化代数法：若题目的条件和结论能明显体现几何特征和意义，则考虑利用圆锥曲线的定义、图

形、几何性质来解决；

（2）函数取值法：若题目的条件和结论的几何特征不明显，则可以建立目标函数，再求这个函数的最值（或

值域），常用方法：（1）配方法；（2）基本不等式法；（3）单调性法；（4）三角换元法；（5）平面向量；（6）

导数法等，要特别注意自变量的取值范围.

13．（22-23高二下·江苏镇江·期末）如图，在 ABC 中， 2 3, 4BC AB AC   ，若以 BC所在直线为 x轴，

以 BC的中垂线为 y轴，建立平面直角坐标系.设动顶点  ,A x y .

(1)求顶点 A的轨迹方程；

(2)记第（1）问中所求轨迹曲线为M ，设    1 22,0 , 2,0D D ，过点  1,0 作动直线 l与曲线M 交于 ,P Q两点

（点 P在 x轴下方）.求证：直线 1D P与直线 2D Q的交点 E在一条定直线上.

【答案】(1)  
2

2 1 0
4
x y y  

(2)证明见详解

【分析】（1）根据椭圆的定义，求得椭圆的 , ,a b c的值，可得答案；

（2）根据联立直线 PQ与椭圆M 写出的韦达定理，表示出直线 1 2,QD PD 的直线方程，联立整理方程，可得

答案.



【详解】（1）由 4AB AC  ，则 A的轨迹为以 ,B C为焦点的椭圆，且 2 4a  ， 2a  ；

由 2 3BC  ，则 2 2 3c  ， 3c  ，即 2 2 1b a c   ，

故 A的轨迹方程为  
2

2 1 0
4
x y y   .

（2）直线 l方程可设为 1x my  ，

联立可得 2
2

1

1
4

x my
x y

 



 

，消去 x可得：  2 24 2 3 0m y my    ，

 2 24 12 4 0m m     显然成立，

设    1 1 2 2, , ,Q x y P x y ，则 1 2 1 22 2

2 3,
4 4

my y y y
m m

    
 

，即  1 2 1 22 3my y y y  ，

设  1
2

1

: 2
2

yQD y x
x

 
 ，  2

1
2

: 2
2

yPD y x
x

 
 ，

联立上述两方程，消去 y可得    1 2

1 2

2 2
2 2

y yx x
x x

  
  ，

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
2 2 2 2

y y y yx x
x x x x

  
    ，        1 2 2 1 1 2 2 12 2 2 2 2 2y x y x x y x y x         ，

       1 2 2 1 1 2 2 13 1 2 3 2 1y my y my x y my y my         ，  1 2 1 2 1 23 4 6 2y y x my y y y    ，

由  1 2 1 24 6my y y y  ，则    1 2 1 2 1 23 6 6 2y y x y y y y     ，

 1 2 1 2 1 23 12 4 ,3 0y y x y y y y     ，解得 4x  ；

综上所述，动点 E的轨迹方程为直线 4x  .

【点睛】方法点睛：过定点问题的两大类型及解法

（1）动直线 l过定点问题．解法：设动直线方程(斜率存在)为 y kx t ＋ ，由题设条件将 t用 k表示为 t mk n  ，

得  y k x m n  ＋ ，故动直线过定点  ,m n ；

（2）动曲线 C过定点问题．解法：引入参变量建立曲线 C的方程，再根据其对参变量恒成立，令其系数

等于零，得出定点．

14．（22-23高二下·江西南昌·期末）已知离心率为
3
2

的椭圆 C：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    过点 2, 3（ ），椭圆上

有四个动点 A B C D， ， ， ， //CD AB， AD与BC交于 P点.如图所示.



(1)求曲线 C的方程；

(2)当 ,A B恰好分别为椭圆的上顶点和右顶点时，试探究：直线 AD与 BC的斜率之积是否为定值？若为定值，

请求出该定值；否则，请说明理由；

(3)若点 P的坐标为  8,6 ，求直线 AB的斜率.

【答案】(1)
2 2

1
16 4
x y

 

(2)是定值，定值为
1
4

(3)
1
3



【分析】（1）根据离心率以及椭圆经过的点即可联立方程求解 , ,a b c，

（2）联立直线与椭圆方程得韦达定理，进而根据斜率公式化简即可求解，

（3）根据向量共线满足的坐标运算，代入椭圆方程中，即可化简求解.

【详解】（1）由题意可知 2 2

2 2 2

3
2

4 3 1 4, 2, 2 3

ce
a

a b c
a b
c b a


 


      


 



，

所以曲线 C方程为
2 2

1
16 4
x y

 

（2）由题意知， 4a  ， 2b  ，所以 (0, 2)A ，  4,0B ，所以
1
2ABk   ，

设直线 CD的方程为  1 2
2

y x t t    ，设  1 1,D x y ，  2 2,C x y ，

联立直线 CD与椭圆的方程

2 2

1
16 4

1
2

x y

y x t


 


   


，整理得 2 22 2 8 0x tx t    ，

由  2 24 4 2 8 0t t     ，解得 2 2 2 2t   ，且 2t  ，



则 1 2 2x x t  ，
2

1 2 2 8x x t  ，

所以  
 

1 2
1 2

1 2 1 2 1

1 122 2 2
4 4AD BC

x t x ty y
k k

x x x x x

            
 

2
1 2 1 2 2

1 2 1

1 1 ( ) 2
4 2

4

x x t x x t x t

x x x

    




2 2

2 1

1 2 1 1 2 1

4 42 2 2
2 2

4 4

t tx t t x t

x x x x x x

 
    

 
 

2

1

2
1

4
12

2 8 4 4

t x

t x




 
 

，

故直线 AD与 BC的斜率之积是定值，且定值为
1
4
.

（3）设  3 3,A x y ，  4 4,B x y ，  ,D x y ，记 PD DA
 

（ 0  ），

得
3

3

8
6

x x x
y y y

 
 

  
   

，所以

3

3

8
1

6
1

xx

yy







  
  
 

.

又 A，D均在椭圆上，所以

2 2
3 3

2 2
3 3

1
16 4

8 6
1 1 1
16 4

x y

x y 
 


 


     
         


，化简得 3 33 12 2 0x y      ，

因为CD AB∥ ，所以 PC CB
 

，同理可得 4 43 12 2 0x y      ，

即直线 AB： 3 12 2 0x y      ，

所以 AB的斜率为
1
3

 .

【点睛】方法点睛：利用韦达定理法解决直线与圆锥曲线相交问题的基本步骤如下：

（1）设直线方程，设交点坐标为    1 1 2 2, , ,x y x y ；

（2）联立直线与圆锥曲线的方程，得到关于 x（或 y）的一元二次方程，注意的判断；

（3）列出韦达定理；

（4）将所求问题或题中的关系转化为 1 2x x 、 1 2x x （或 1 2y y 、 1 2y y ）的形式；

（5）代入韦达定理求解.

15．（22-23高二下·广西南宁·期末）已知椭圆C：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    的一个端点为  0,1B ，且离心率为
3
2

，

过椭圆左顶点A的直线 l与椭圆C交于点M ，与 y轴正半轴交于点N，过原点O且与直线 l平行的直线 l交

椭圆于点 P，Q．



(1)求椭圆C的标准方程；

(2)求证：
AM AN
OP OQ




为定值．

【答案】(1)
2

2 1
4
x y 

(2)证明见解析

【分析】（1）根据离心率和过点列方程组求出 ,a b，得到椭圆的标准方程；

（2）应用弦长公式分别求出 , , ,AM AN OP 计算化简可得定值.

【详解】（1）因为椭圆C：  
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

    过点  0, 1B  ，

所以 2 1b  ，

又椭圆的离心率为
3
2

，则
2

2

31
2

be
a

  

所以 2a  ，

故椭圆方程为
2

2 1
4
x y 

（2）设直线 l的方程为  2y k x  ，  0, 2N k

所以 2 24 4 2 1AN k k    ，

设  1 1,M x y ，由

 
2

2

2

1
4

y k x
x y

  



 

，

得  2 2 2 21 4 16 16 4 0k x k x k     ，

则
2

1 2
162

1 4
kx
k


  


，

2

1 2
16 42
1 4
kx
k


 




所以    
22 2 2

22 2
1 1 2 2 2

16 64 16 4 11 2 4 2 1
1 4 1 4 1 4

k k kAM k x x k
k k k

   
              

，

设直线OP的方程为 y kx ，

由 2
2 1

4

y kx
x y





 

，得  2 21 4 4 0k x   ，

设  0 0
,P x y ，则

2
0 2

4
1 4

x
k




，则
2

2
0 2

4
1 4
ky
k




，

所以
2

2 2 2
0 0 2

4 4| |
1 4

kOP x y
k


  


，

故

2
2

2

22

2

4 1 2 1
1 4 2

4 4| |
1 4

k kAM AN AM AM k
kOP OQ OP
k


     




，

因此
AM AN
OP OQ




为定值.

【点睛】关键点点睛：定值取得的关键是对弦长公式的应用及结合图形的对称性得出 OP OQ .

16．（22-23高二下·广东广州·期末）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的离心率为 1 2
1 , ,
2
A A 分别为椭圆C的左

右顶点， 1 2,F F 分别为椭圆C的左右焦点， B是椭圆C的上顶点，且 1 1BA F 的外接圆半径为
2 21
3

．

(1)求椭圆C的方程；

(2)设与 x轴不垂直的直线 l交椭圆C于 ,P Q两点（ ,P Q在 x轴的两侧），记直线 1 2 2 1, , ,A P A P A Q AQ的斜率分别

为 1 2 3 4, , ,k k k k ．

（i）求 1 2k k 的值；

（ii）若  1 4 2 3
5
3

k k k k   ，则求 2F PQ△ 的面积的取值范围．

【答案】(1)
2 2

1
16 12
x y

 

(2)（i）
3
4

 ；（ii） 9 5(0, )
2

【分析】（1）根据已知求出 ,a c的关系，可推得 1| | 7A B c ，结合 1 1BA F 的外接圆半径，利用正弦定理求得

c，即可求得 ,a b，即得答案；

（2）设 l的方程并联立椭圆方程，可得根与系数关系，（i）化简整理可得 1 2k k 以及 3 4k k 的值；（ii）利用



（i）的结论推出 2 3
9
20

k k   ，结合根与系数的关系式化简可求得 m的值，继而求得 2F PQ△ 的面积的表达式，

结合函数的单调性即可求得答案.

【详解】（1）由于椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的离心率为
1
2 ，故

1
2

c
a
 ，

故 1 1| | 2 2 | |BF a c OF   ，则 1 1 1 130 60 12, , 0F BO BFO BF A        ，

又 2 2 2 23b a c c   ，则 2 2 2 2
1| | 4 3 7A B a b c c c     ，

又 1 1BA F 的外接圆半径为
2 21
3

，则 1

1 1

| | 7 2 212
sin sin120 3

AB c
BF A   


，

解得 2c  ，故 4 2 3,a b  ，

故椭圆方程为
2 2

1
16 12
x y

  ；

（2）（i）设 l与 x轴的交点为 D，由于直线 l交椭圆C于 ,P Q两点（ ,P Q在 x轴的两侧），

故直线 l的斜率不为 0，

设 l的方程为 x ty m  ，联立 2 2

1
16 12

x ty m

x y

 



 

，

则  2 2 23 4 6 3 48 0t y mty m     ，需满足 2 248(12 16) 0t m     ，

设    1 1 2 2, , ,P x y Q x y ，则
2

1 2 1 22 2
6 3 48

3 4 3 4
,mt my y y y

t t
 

  
 

，

又    1 2 0, ,4 0 ,4A A ，故 1 2

2 2
1 1 1 1

1 2 2
21 1 1
1

3
44 4 16 4
3

PA PA
y y y yk k k k

x x x y
        

   
，

同理可得
1 23 4

3
4QA QAk k k k     ；

（ii）因为  1 4 2 3
5
3

k k k k   ，

则   2 3
2 3 2 3

2 3 2 3

3 3 5 3 5
4 4 3 4

) , (
3

k kk k k k
k k k k


        ，
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