
第九章微分方程

第一节微分方程的基本概念

引例1. 一曲线通过点(1, 2),且该曲线上任一点𝑀(𝑥, 𝑦)处的切线的斜率为2𝑥，求该曲线的方程.

解：设所求曲线的方程为𝑦 = 𝑦(𝑥),于是有 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 2𝑥, 𝑦(1) = 2.

那么所求曲线为𝑦 = 𝑥2 + 𝐶, 代入条件𝑦(1) = 2得𝐶 = 1,于是所求曲线的方程为𝑦 = 𝑥2 + 1.

引例2. 列车以20𝑚/𝑠的速度在平直线路上行驶,当制动时列车获得−0.4𝑚/𝑠2的加速度，问开始制动

后多少时间列车才能停住,在这段时间内列车行驶了多少路程？

解：设列车在开始制动后𝑡𝑠可以停住，列车在这段时间内驶过的路程为𝑥 = 𝑥(𝑡)𝑚,由题意得

𝑑2𝑥
𝑑𝑡2 = −0.4, 𝑥(0) = 0, 𝑥′(0) = 20.

于是𝑣 = 𝑥′(𝑡) = −0.4𝑡+ 𝐶1, 𝑥 = 𝑥(𝑡) = −0.2𝑡2 + 𝐶1𝑡+ 𝐶2,代入初始条件得𝐶2 = 0, 𝐶1 = 20,于是列车

的运动方程为𝑥 = −0.2𝑡2 +20𝑡,列车停住意味着速度𝑥′(𝑡) = −0.4𝑡+20 = 0,那么𝑡 = 50(𝑠)将刹车所用的时

间50𝑠 代入运动方程，则走过的路程为𝑥(50) = −0.2× (50)2 + 20× 50 = 500(𝑚).

从以上两个例子可以看到方程中含有未知函数的导数，于是我们称含有未知函数的导数或微分的方

程叫微分方程，习惯上记作

𝐹 (𝑥, 𝑦′, 𝑦′′) = 0等.

注：微分方程中可以不出现未知函数或未知函数的自变量，但一定要出现未知函数的微分或导数.

微分方程中出现的未知函数的导数或微分的最高阶数，称为微分方程的阶数，微分方程中,未知函数

及其导数或微分所在项的最高幂次叫作微分方程的次数.例如方程𝑦′ − 2𝑥𝑦 + 5 = 0,是一个一阶线性方程.

𝑦′′ + 𝑘𝑦′ − 𝑏𝑦 − sin 𝑦 = 0是二阶非线性方程，𝑦′𝑦 = 𝑥2是非线性方程.

一般𝑛阶微分方程我们写成𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, · · · , 𝑦(𝑛)) = 0或𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑑𝑦𝑑𝑥 ,
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 , . . . ,

𝑑𝑛𝑦
𝑑𝑥𝑛 ) = 0.

注意到上述微分方程中未知函数是一元函数，我们称这样的方程为常微分方程，若微分方程中的未

知函数是多元函数，则称这样的微分方程为偏微分方程，例如 𝜕2𝑧
𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑧

𝜕𝑦2 = 0.
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满足微分方程的未知函数叫作微分方程的解.例如𝑦 = 𝑥2 + 𝐶就是引例1的解.若函数𝑦 = 𝜙(𝑥)在区

间𝐼上满足𝐹 (𝑥, 𝜙(𝑥), 𝜙′(𝑥), · · · , 𝜙(𝑛)(𝑥)) ≡ 0,则称𝑦 = 𝜙(𝑥)是𝑛阶微分方程的解.若微分方程的解中含有独

立的任意常数的个数恰好与微分方程的阶数相同，则称该解为微分方程的通解. 例如𝑥 = −0.2𝑡2 + 𝐶1𝑡 +

𝐶2就是引例2 的通解.

一般来讲，微分方程解的存在性、唯一性和稳定性可能有待进一步确定，例如微分方程的通解就不

唯一.为了确定研究对象的变化规律，我们总希望解是唯一确定的，这就需要附加一定的条件，对于微分

方程，我们这里只介绍一种附加条件，就是初值条件或称为Cauchy初值条件，通常的记法为⎧⎨⎩
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑦(𝑥0) = 𝑦0
，

⎧⎨⎩
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′)

𝑦(𝑥0) = 𝑦0, 𝑦
′(𝑥0) = 𝑦1

，

⎧⎨⎩𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, · · · , 𝑦(𝑛)) = 0

𝑦(𝑥0) = 𝑦0, 𝑦
′(𝑥0) = 𝑦1, · · · , 𝑦(𝑛−1)(𝑥0) = 𝑦𝑛−1

.

通过初值条件确定了任意常数的解叫满足初值问题的解.例如𝑦 = 𝑥2 + 1, 𝑥 = −0.2𝑡2 + 20𝑡 分别是引

例1和引例2满足初值问题的解.

习题9.1

1.匹配微分方程与它的解：

(𝑎) 𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑦 (1)𝑦 = 𝑥2 + 𝐶

(𝑏) 𝑦′′ = 4𝑦 (2)𝑦 = 𝐶1 sin 2𝑥+ 𝐶2 cos 2𝑥

(𝑐) 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 2𝑥 (3)𝑦 = 𝐶1𝑒

2𝑥 + 𝐶2𝑒
−2𝑥

(𝑑) 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = −4𝑦 (4)𝑦 = 𝐶𝑥

2.验证下列函数分别是相应方程的解：

(1)𝑦 = 3𝑒𝑥
3

, 𝑦′ = 3𝑥2𝑦, 𝑦(0) = 3;

(2)𝑦 = 1
4𝑥

4 + 2 cos𝑥+ 1, 𝑦′ = 𝑥3 − 2, 𝑦(0) = 3;

(3)𝑦′′ + 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝐶1 sin 𝑡+ 𝐶2 cos 𝑡;

(4)2 𝑑𝑦𝑑𝑥 + 𝑦 = 𝑥− 1, 𝑦 = 𝐶𝑒−
𝑥
2 + 𝑥− 3.

3.用隐函数求导验证微分方程的隐式解

(1) ln 𝑦 = 𝑥𝑦2 + 𝐶, 𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑦3

1−2𝑥𝑦2 ;
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(2)𝑥2 + 𝑥𝑦2 = 0, 2𝑥+ 𝑦2 + 2𝑥𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥 = 0.

4.证明：若曲线上任意点的切线的斜率与该点的横坐标成比例，则曲线一定是抛物线𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝐶.

第二节可分离变量的微分方程

形如𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥的微分方程叫变量可分离方程，顾名思义就是作为未知函数的因变量和与其伴

随的自变量可以分离，假定𝑔(𝑦), 𝑓(𝑥) 连续，则在等式两端求不定积分得

∫︁
𝑔(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥+ 𝐶.

若

∫︁
𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 𝐺(𝑦) + 𝐶,

∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶,则𝐺(𝑦) = 𝐹 (𝑥) + 𝐶称为变量可分离方程的隐式通解,

上述𝐶为任意常数.

例9.2.1求微分方程 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 2𝑥𝑦 的通解.

解：显然𝑦 = 0 是该方程的一个解，若𝑦 ̸= 0,则

∫︁
𝑑𝑦

𝑦
=

∫︁
2𝑥𝑑𝑥.

于是等式两端积分得ln |𝑦| = 𝑥2 + 𝐶, 𝑦 = ±𝑒𝑥2+𝐶 = ±𝑒𝐶𝑒𝑥2

,于是𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑥2

是该方程的通解,其中𝐶1 =

±𝑒𝐶 .

注: 在表达微分方程的通解时，我们对互相不独立的任意常数往往不加区别，例如例1中的任意常数

我们也可以用𝐶来代替𝐶1,于是微分方程的通解可以表示成𝑦 = 𝐶𝑒𝑥
2

.

例9.2.2放射性元素铀由于不断地有原子放射出微粒子而蜕变成其它元素，铀的含量就不断减少，这

种现象叫做衰变，由原子物理学知道，铀的衰变速度与当时未衰变的铀原子的含量𝑀成正比，已知𝑡 = 0时

铀的含量为𝑀0,求在衰变过程中铀含量𝑀(𝑡)随时间𝑡 的变化规律.

解:𝑑𝑀𝑑𝑡 = −𝜆𝑀,𝑀(0) =𝑀0,其中𝜆 > 0,显然这是因为𝑑𝑀
𝑑𝑡 < 0.

𝑑𝑀
𝑀 = −𝜆𝑑𝑡,两端积分得ln𝑀 = −𝜆𝑡+ 𝐶,𝑀 = 𝐶𝑒−𝜆𝑡.

代入初始条件，解得衰变规律为𝑀 =𝑀0𝑒
−𝜆𝑡.

例9.2.3设降落伞从伞塔下落后，所受空气阻力与速度成正比，并设降落伞离开跳伞塔时速度为零，求

降落伞下落速度与时间的函数关系.

解：如图9.2.1所示；设降落伞下落速度为𝑣(𝑡),降落伞在下降过程中要受到重力𝑃 = 𝑚𝑔和阻力𝑅 =
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𝑘𝑣, 𝑘 > 0的作用

.
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?

𝑅 = 𝑘𝑣

𝑃 = 𝑚𝑔

图9.2.1

由Newton第二定律𝑚𝑔−𝑘𝑣 = 𝑚𝑎,其中𝑎 = 𝑑𝑣
𝑑𝑡 ,于是运动速度满足微分方程：𝑚𝑔−𝑘𝑣 = 𝑚𝑑𝑣

𝑑𝑡 , 𝑣(0) = 0那

么 𝑑𝑣
𝑚𝑔−𝑘𝑣 = 𝑑𝑡

𝑚 ，等式两端积分得∫︁
𝑑𝑣

𝑚𝑔 − 𝑘𝑣
=

∫︁
𝑑𝑡

𝑚
注意到𝑚𝑔 − 𝑘𝑣 > 0,我们有𝑚𝑔 − 𝑘𝑣 = 𝐶𝑒−

𝑘
𝑚 𝑡, 𝑣 = 𝑚𝑔

𝑘 − 𝐶𝑒−
𝑘
𝑚 𝑡

将初始条件代入得𝐶 = 𝑚𝑔
𝑘 ,于是满足初始条件的解为𝑣 = 𝑚𝑔

𝑘 (1− 𝑒−
𝑘
𝑚 𝑡).

例9.2.4设𝑓(𝑥)在[0,+∞)上具有连续导数，且单调递增𝑓(0) = 1,∀𝑡 ∈ [0,+∞), 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑡, 𝑦 = 𝑓(𝑥)以

及𝑥轴围成的曲边梯形绕𝑥轴旋转一周生成的旋转体的侧表面积在数值上等于其体积的2倍，求函数𝑓(𝑥)的

表达式.

解：由定积分的元素分析法，设上述旋转体的表面积为𝐴,体积为𝑉 ,则𝑑𝐴表 = 2𝜋𝑓(𝑥)𝑑𝑠,其中𝑑𝑠 为旋

转体微元小圆台的母线长.于是𝐴 = 2𝜋

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝑥)
√︀

1 + (𝑓 ′(𝑥))2𝑑𝑥

而𝑉 =

∫︁ 𝑡

0

𝜋𝑓2(𝑥)𝑑𝑥.

由题意知2𝜋

∫︁ 𝑡

0

𝑓2(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝑥)
√︀
1 + (𝑓 ′(𝑥))2𝑑𝑥,

两端关于𝑡求导得𝑓2(𝑡) = 𝑓(𝑡)
√︀

1 + (𝑓 ′(𝑡))2

那么𝑓(𝑡)[𝑓(𝑡)−
√︀
1 + (𝑓 ′(𝑡))2] = 0,令𝑦 = 𝑓(𝑡)于是有 𝑑𝑦

𝑑𝑥 =
√︀
𝑦2 − 1

分离变量求积分得ln(𝑦 +
√︀
𝑦2 − 1) = 𝑥+ 𝐶,注意到𝑦(0) = 1 ,于是𝐶 = 0,

注意到𝑦 +
√︀
𝑦2 − 1 = 𝑒𝑥, 𝑦 −

√︀
𝑦2 − 1 = 𝑒−𝑥，于是𝑦 = 1

2 (𝑒
𝑥 + 𝑒−𝑥) = 𝑐ℎ𝑥(双曲余弦).
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习题9.2

1.求解以下方程

(1) 𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑦
𝑥 , (2) 𝑑𝑦𝑑𝑥 = 2(1 + 𝑦2)𝑥

(3)
√
1+𝑥2

1+𝑦
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = −𝑥, (4)(1 + 𝑥4) 𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑥3

𝑦

(5)(2 + 2𝑦2)𝑦′ = 𝑒𝑥𝑦, (6)𝑦′ − (1 + 𝑥)(1 + 𝑦2) = 0

(7) 𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝑦2−𝑦
sin 𝑥 = 0, (8)𝑦 − 𝑑𝑦

𝑑𝑥 sec𝑥 = 0

2.求解以下方程：

(1) 𝑑𝑦𝑑𝑥 − 2𝑥𝑦 = 2𝑥, 𝑦(0) = 3, (2)𝑑𝑦𝑑𝑡 + 𝑦 = 2, 𝑦(0) = 1

(3)𝑦′ = 3𝑥2

2𝑦+cos 𝑦 , 𝑦(0) = 𝜋, (4)𝑦′ − 𝑥𝑒𝑦 = 2𝑒𝑦, 𝑦(0) = 0.

3.由牛顿冷却定律：物体在空气中的冷却速度与物体温度与空气温度的差成比例.如果空气的温度

为20∘𝐶 在20分钟内被冷却的物体从100∘𝐶下降到60∘𝐶,若温度下降到30∘𝐶需要多长时间？

第三节齐次方程

对于任意数值𝜆,若函数𝑓(𝑥, 𝑦)满足：𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝜆𝑛𝑓(𝑥, 𝑦),则称函数𝑓(𝑥, 𝑦)为𝑛次齐次函数，例如函

数𝑓(𝑥, 𝑦) = 3
√︀
𝑥3 + 𝑦3 满足𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝜆 3

√︀
𝑥3 + 𝑦3 = 𝜆𝑓(𝑥, 𝑦)是1次齐次函数，而𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2−𝑦2

𝑥𝑦 满足：

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)，则𝑓(𝑥, 𝑦)是0次齐次函数.

一、齐次方程：形如 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝜙( 𝑦𝑥 )的微分方程称为齐次方程.

此类方程的求解是利用变量替换，设法将其转化成变量可分离方程. 我们令𝑦/𝑥 = 𝑢,那么𝑦′ = 𝑢 +

𝑥𝑑𝑢𝑑𝑥将其代入原方程得𝑢 + 𝑥𝑑𝑢𝑑𝑥 = 𝜙(𝑢),即𝑥𝑑𝑢𝑑𝑥 = 𝜙(𝑢) − 𝑢,显然当𝜙(𝑢) = 𝑢，则方程是变量可分离方程，

即𝑑𝑦
𝑦 = 𝑑𝑥

𝑥 ,那么ln |𝑦| = ln |𝐶𝑥|即𝑦 = 𝐶𝑥是原方程的解.

若𝜙(𝑢) ̸= 𝑢分离变量后积分得

∫︁
𝑑𝑢

𝜙(𝑢)− 𝑢
=

∫︁
𝑑𝑥

𝑥
得到隐式通解.

例9.3.1求微分方程 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑥𝑦

𝑥2−𝑦2 .

解：将原方程变形为 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑦/𝑥

1−(𝑦/𝑥)2 ,令𝑦/𝑥 = 𝑢,则 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑢+ 𝑥𝑑𝑢𝑑𝑥 ,代入得

𝑢+ 𝑥𝑑𝑢𝑑𝑥 = 𝑢
1−𝑢2 ,即𝑥

𝑑𝑢
𝑑𝑥 = 𝑢3

1−𝑢2 分离变量得

(1−𝑢2)𝑑𝑢
𝑢3 = 𝑑𝑥

𝑥 两端积分得

− 1
2𝑢2 − ln |𝑢| = ln |𝑥|+ ln |𝐶|,代回原变量𝑢 = 𝑦

𝑥 , 得到方程的隐式通解
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− 𝑥2

2𝑦2 = ln |𝐶𝑦|.

例9.3.2解方程𝑦2 + 𝑥2 𝑑𝑦𝑑𝑥 = 𝑥𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥 .

解:显然𝑦 = 0 是方程的一个解，若𝑦 ̸= 0,原方程可以转化成

1 + 𝑥2

𝑦2
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑥

𝑦
𝑑𝑦
𝑑𝑥 ,即

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑦2

𝑥𝑦−𝑥2 =
( 𝑦

𝑥 )
2

𝑦
𝑥−1 令𝑦 = 𝑥𝑢 代入得𝑢+ 𝑥𝑑𝑢𝑑𝑥 = 𝑢2

𝑢−1分离变量积分得通解为ln |𝑦| =

𝑦
𝑥 + 𝐶.

例9.3.3探照灯的聚光镜是一张旋转抛物面，它的形状由𝑥𝑂𝑦坐标面上的一条曲线𝐿绕𝑥 轴旋转而成，

按聚光性能的要求，在其旋转轴上一点𝑂处发出的一切光线经它反射后都与旋转轴平行，求曲线𝐿的方程.

解：以光源为坐标原点建立坐标系，曲线上任意点记为𝑀(𝑥, 𝑦)由光学原理入射角等于反射角得到

-

6

.

............................................................................................................................................................................................................................................................

. ........................................................................................................................................................................

.

......................................................................................................

...................................................................................................................

𝑦

𝑥

.

..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
..........
...

𝐴
𝛼

𝑂 𝑃 𝑁

𝑀
𝑇
𝐿

图9.3.1

令𝑃为曲线𝐿 上任意点𝑀(𝑥, 𝑦)在𝑥 轴上的投影，𝛼 为过𝑀 点的切线与𝑥轴的夹角，于是

𝐴𝑃−𝑂𝑃 = 𝑃𝑀 cot𝛼−𝑂𝑃 = 𝑦
𝑦′ −𝑥,注意到𝐴𝑂 = 𝑂𝑀 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2得到微分方程 𝑦

𝑦′ −𝑥 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2,为

了便于讨论我们不妨将𝑦看作自变量，当𝑦 > 0时,上式为𝑑𝑥
𝑑𝑦 = 𝑥

𝑦 +
√︁
(𝑥𝑦 )

2 + 1，这是一个齐次方程.令𝑥
𝑦 = 𝑣,

于是𝑑𝑥
𝑑𝑦 = 𝑣 + 𝑦 𝑑𝑣𝑑𝑦 , 代入上式，得𝑦

𝑑𝑣
𝑑𝑦 =

√
𝑣2 + 1, 分离变量并积分得

ln(𝑣 +
√
𝑣2 + 1) = ln 𝑦 − ln𝐶,即𝑣 +

√
𝑣2 + 1 = 𝑦

𝐶代回变量𝑣 = 𝑥
𝑦整理得𝑦

2 = 2𝐶
(︀
𝑥+ 𝐶

2

)︀
于是曲线𝐿是

对称轴为𝑥轴，焦点在原点的抛物线.

*二、可化为齐次方程的方程

微分方程 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1
若满足：𝑐 = 𝑐1 = 0, 则方程为齐次方程，若𝑐 ̸= 𝑐1,我们通过变量变换𝑥 =

𝑥1 + ℎ, 𝑦 = 𝑦1 + 𝑘，选择适当的ℎ, 𝑘将其化解成齐次方程.具体步骤如下：
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将变量变换及 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦1

𝑑𝑥1
,代入原方程得

𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

= 𝑎𝑥1+𝑏𝑦1+𝑎ℎ+𝑏𝑘+𝑐
𝑎1𝑥1+𝑏1𝑦1+𝑎1ℎ+𝑏1𝑘+𝑐1

令𝑎ℎ + 𝑏𝑘 + 𝑐 = 0, 𝑎1ℎ + 𝑏1𝑘 + 𝑐1 = 0, 若

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑎 𝑏

𝑎1 𝑏1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0,可以解得唯一的ℎ, 𝑘,于是方程转化成齐次方

程 𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

= 𝑎𝑥1+𝑏𝑦1
𝑎1𝑥1+𝑏1𝑦1

.

若

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑎 𝑏

𝑎1 𝑏1

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0，令𝑎1

𝑎 = 𝑏1
𝑏 = 𝜆,于是原方程为

𝑑𝑦
𝑑𝑥 = (𝑎𝑥+𝑏𝑦)+𝑐

𝜆(𝑎𝑥+𝑏𝑦)+𝑐1
,令𝑧 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑦，于是 𝑑𝑧

𝑑𝑥 = 𝑎+ 𝑏 𝑑𝑦𝑑𝑥 , 即
𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 1

𝑏
𝑑𝑧
𝑑𝑥 − 𝑎

𝑏 ,那么我们有

1
𝑏
𝑑𝑧
𝑑𝑥 − 𝑎

𝑏 = 𝑧+𝑐
𝜆𝑧+𝑐1

, 这是一个变量可分离方程.

例9.3.4 求方程 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑥+𝑦−3

𝑥−𝑦−1 的通解.

解：作平移变换𝑥 = 𝑥1 + ℎ, 𝑦 = 𝑦1 + 𝑘, 于是方程转化成

𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

= 𝑥1+𝑦1+ℎ+𝑘−3
𝑥1−𝑦1+ℎ−𝑘−1

令ℎ+ 𝑘 − 3 = 0, ℎ− 𝑘 − 1 = 0,得ℎ = 2, 𝑘 = 1.

于是解齐次方程 𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

= 𝑥1+𝑦1
𝑥1−𝑦1 , 作代换

𝑦1
𝑥1

= 𝑢 ,于是方程转化成

𝑢+ 𝑥1
𝑑𝑢
𝑑𝑥1

= 1+𝑢
1−𝑢 ,即𝑥1

𝑑𝑢
𝑑𝑥1

= 1+𝑢2

1−𝑢 ,分离变量并积分得

arctan𝑢− 1
2 ln(1 + 𝑢2) = ln |𝐶𝑥1|,即

𝐶
√︀
𝑥21 + 𝑦21 = 𝑒arctan𝑢，代回原变量得

𝐶
√︀
(𝑥− 2)2 + (𝑦 − 1)2 = 𝑒arctan

𝑦−1
𝑥−2 .

例9.3.5求微分方程𝑦′ = 2𝑥+𝑦−1
4𝑥+2𝑦+5 的通解.

解：因为

⃒⃒⃒⃒
⃒ 2 1

4 2

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 0,于是令2𝑥+ 𝑦 = 𝑧,则 𝑑𝑦

𝑑𝑥 = 𝑑𝑧
𝑑𝑥 − 2代入原方程得

𝑑𝑧
𝑑𝑥 − 2 = 𝑧−1

2𝑧+5 ,分离变量积分得

2
5𝑧 +

7
25 ln |5𝑧 + 9| = 𝑥+ 𝐶代回原变量整理得

10𝑦 − 5𝑥+ 7 ln |10𝑥+ 5𝑦 + 9| = 𝐶1(𝐶1 是任意常数)为原方程的隐式通解.

习题9.3
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1.求解下列方程的通解：

(1) (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑥+ (𝑦 + 𝑥)𝑑𝑦 = 0, (2)(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥+ 𝑥𝑑𝑦 = 0;

(3) (𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥+ (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0, (4)𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2𝑑𝑥;

(5) (8𝑦 + 10𝑥)𝑑𝑥+ (5𝑦 + 7𝑥)𝑑𝑦 = 0, (6)(2
√
𝑠𝑡− 𝑠)𝑑𝑡+ 𝑡𝑑𝑠 = 0;

(7) 𝑥𝑦2𝑑𝑦 = (𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑥, (8)𝑥 cos 𝑦𝑥 (𝑦𝑑𝑥+ 𝑥𝑑𝑦) = 𝑦 sin 𝑦
𝑥 (𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥).

2.求下列方程满足初始条件的解：

𝑦′ = 𝑥
𝑦 + 𝑦

𝑥 , 𝑦(1) = 2;

3*. 求下列可化为齐次方程的方程的解：

(1)(3𝑦 − 7𝑥+ 7)𝑑𝑥− (3𝑥− 7𝑦 − 3)𝑑𝑦 = 0.

(2)(𝑥+ 2𝑦 + 1)𝑑𝑥− (2𝑥+ 4𝑦 + 3)𝑑𝑦 = 0.

(3)(𝑥+ 2𝑦 + 1)𝑑𝑥− (2𝑥− 3)𝑑𝑦 = 0.

第四节一阶线性微分方程

一、一阶线性微分方程

形如 𝑑𝑦
𝑑𝑥+𝑃 (𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)的微分方程叫做一阶线性微分方程，其中𝑃 (𝑥), 𝑄(𝑥)是给定的连续函数. 当𝑄(𝑥) =

0 方程称为齐次方程，当𝑄(𝑥) ̸= 0方程称为非齐次方程，显然齐次线性方程是变量可分离方程，它的通解

为𝑦 = 𝐶𝑒−
∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥

注意到非齐次方程的解一定是𝑥的函数，且当𝑄(𝑥) = 0时，其解的表达式是𝑦 = 𝐶𝑒−
∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥 ，于是将

上述解中的𝐶 设为待定函数𝐶(𝑥)，不妨设非齐次方程有形如𝑦 = 𝐶(𝑥)𝑒−
∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥这样形式的解，我们来确

定𝐶(𝑥).这种求解微分方程的方法，习惯上称为常数变易法.将上述待定解代入方程得𝐶 ′(𝑥)𝑒−
∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥 −

𝐶(𝑥)𝑒−
∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥𝑃 (𝑥) + 𝑃 (𝑥)𝐶(𝑥)𝑒−

∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥 ≡ 𝑄(𝑥) 于是𝐶 ′ = 𝑄(𝑥)𝑒

∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥，那么待定的函数𝐶(𝑥) =∫︁

𝑄(𝑥)𝑒
∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥+ 𝐶

于是，一阶线性微分方程的通解为𝑦 = 𝐶𝑒−
∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥 + 𝑒−

∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥

∫︁
𝑄(𝑥)𝑒

∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥.

若令𝑦* = 𝑒−
∫︀
𝑝(𝑥)𝑑𝑥

∫︁
𝑒
∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥𝑄(𝑥)𝑑𝑥,则𝑦 = 𝐶𝑒−

∫︀
𝑃 (𝑥)𝑑𝑥 + 𝑦*

注: 一阶线性非齐次方程的通解为相应齐次方程的通解加上非齐次方程的一个解.
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例9.4.1求方程 𝑑𝑦
𝑑𝑥 − 2𝑦

𝑥+1 = (𝑥+ 1)
5
2

解：𝑃 (𝑥) = − 2
𝑥+1 , 𝑄(𝑥) = (𝑥+ 1)

5
2代入公式解得

𝑦 = 𝐶𝑒
∫︀

2
𝑥+1𝑑𝑥 + 𝑒

∫︀
2

𝑥+1𝑑𝑥

∫︁
(𝑥+ 1)

5
2 𝑒−

∫︀
2

𝑥+1𝑑𝑥𝑑𝑥

= (𝑥+ 1)2
[︁
2
3 (𝑥+ 1)

3
2 + 𝐶

]︁ .

例9.4.2有一个电路其中电源电动势为𝐸 = 𝐸𝑚 sin𝜔𝑡(𝐸𝑚, 𝜔都是常数),电阻为𝑅,电感为𝐿均为常数，求

电流强度𝑖(𝑡).

. ....................................................................................

. ....................................................................................
.
........
........
.. ..........................................
. ..........................................

.

........

........

.

. ....................................................................................

m. ......................................................................................

.

........

........

........

........

........

..

.
...........
...........
.

.
...........

...........
.

.
...........
...........
.

.
...........

...........
.

.
...........
...........
.

.
...........

...........
.

.
...........
...........
.

.
...........

...........
.

.

........

........

........

........

..

.

......................................

b
b.
.................................................................................................

.

..................................................................

𝐿

𝐸

𝑆

𝑅

图9.4.1

解：由回路电压定律：回路电压的代数和为零，即𝐸 −𝐿 𝑑𝑖𝑑𝑡 − 𝑖𝑅 = 0,其中−𝐿 𝑑𝑖𝑑𝑡为感应电动势，即
𝑑𝑖
𝑑𝑡 +

𝑅
𝐿 𝑖 =

𝐸𝑚

𝐿 sin𝜔𝑡, 𝑖(0) = 0，令𝑃 (𝑡) = 𝑅
𝐿 , 𝑄(𝑡) = 𝐸𝑚

𝐿 sin𝜔𝑡 代入公式得

𝑖(𝑡) = 𝑒−
𝑅
𝐿 𝑡

(︂∫︁
𝐸𝑚
𝐿
𝑒

𝑅
𝐿 𝑡 sin𝜔𝑡𝑑𝑡+ 𝐶

)︂
.

利用分部积分法得

∫︁
𝑒

𝑅
𝐿 𝑡 sin𝜔𝑡𝑑𝑡 =

𝑒
𝑅
𝐿 𝑡

𝑅2 + 𝜔2𝐿2
(𝑅𝐿 sin𝜔𝑡− 𝜔𝐿2 cos𝜔𝑡), 代入化简得

𝑖(𝑡) = 𝐶𝑒−
𝑅
𝐿 𝑡 + 𝐸𝑚

𝑅2+𝜔2𝐿2 (𝑅 sin𝜔𝑡− 𝜔𝐿 cos𝜔𝑡)

代入初始条件𝑖(0) = 0,得

𝑖(𝑡) = 𝜔𝐿𝐸𝑚

𝑅2+𝜔2𝐿2 𝑒
−𝑅

𝐿 𝑡 + 𝐸𝑚

𝑅2+𝜔2𝐿2 (𝑅 sin𝜔𝑡− 𝜔𝐿 cos𝜔𝑡).

注: 令cos𝜙 = 𝑅√
𝑅2+𝜔2𝐿2

, sin𝜙 = 𝜔𝐿√
𝑅2+𝜔2𝐿2

,

于是𝑖(𝑡) = 𝜔𝐿𝐸𝑚

𝑅2+𝜔2𝐿2 𝑒
−𝑅

𝐿 𝑡 + 𝐸𝑚√
𝑅2+𝜔2𝐿2

sin(𝜔𝑡− 𝜙),其中𝜙 = arctan 𝜔𝐿
𝑅 .

当𝑡增大时，上式右端第一项（叫做暂态电流）逐渐衰减趋于零；第二项（叫做稳态电流）是正弦函

数，它的周期和电动势的周期相同，而相角落后𝜙.

例9.4.3 𝑦 = 𝑓(𝑥)由参数方程

⎧⎨⎩𝑥 = 2𝑡+ 𝑡2,

𝑦 = 𝜓(𝑡).
(𝑡 > −1)确定，其中𝜓(𝑡)具有二阶导数，且𝜓(1) = 5

2 , 𝜓
′(1) =
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6 ,已知 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = 3

4(1+𝑡)，求𝜓(𝑡).

解：𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝜓′(𝑡)

2𝑡+2 ,
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 =

𝜓′′(𝑡)(2𝑡+ 2)− 2𝜓′(𝑡)

(2𝑡+ 2)3
.

于是
3

4(1 + 𝑡)
=
𝜓′′(𝑡)(2𝑡+ 2)− 2𝜓′(𝑡)

(2𝑡+ 2)3
,

𝜓′′(𝑡)

(𝑡+ 1)2
− 𝜓′(𝑡)

(𝑡+ 1)3
=

3

1 + 𝑡
,

令𝜓′(𝑡) = 𝑢, 于是有𝑢′(𝑡) − 1
1+𝑡𝑢 = 3(1 + 𝑡),这是关于𝑢 的一阶线性非齐次方程,代入一阶线性非齐次

方程的求解公式得

𝑢(𝑡) = 𝐶1𝑒
∫︀

1
𝑡+1𝑑𝑡 + 𝑒

∫︀
1

𝑡+1𝑑𝑡

∫︁
3(1 + 𝑡)𝑒−

∫︀
1

1+𝑡𝑑𝑡𝑑𝑡,

那么𝑢(𝑡) = 𝐶1(𝑡+ 1) + 3𝑡(𝑡+ 1),注意到𝑢 = 𝜓′(𝑡)

所以𝜓(𝑡) = 𝐶1

2 𝑡
2 + 𝐶1𝑡+ 𝑡3 + 3

2 𝑡
2 + 𝐶2,

利用初始条件得𝐶1 = 0, 𝐶2 = 0,于是𝜓(𝑡) = 𝑡3 + 3
2 𝑡

2.

* 二、伯努利方程

形如 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑃 (𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)𝑦𝑛(𝑛 ̸= 0, 1)的方程叫做伯努利（Bernoulli）方程，显然𝑛 = 0, 1分别是变

量可分离方程和一阶线性方程. 当𝑛 ̸= 0, 1方程变形为𝑦−𝑛 𝑑𝑦𝑑𝑥 + 𝑃 (𝑥)𝑦1−𝑛 = 𝑄(𝑥),于是令𝑧 = 𝑦1−𝑛,那

么 𝑑𝑧
𝑑𝑥 = (1 − 𝑛)𝑦−𝑛 𝑑𝑦𝑑𝑥 , 这样我们得到关于𝑧 的一阶线性方程

𝑑𝑧
𝑑𝑥 + (1 − 𝑛)𝑃 (𝑥)𝑧 = (1 − 𝑛)𝑄(𝑥),解出𝑧后

将𝑧 = 𝑦1−𝑛代入即得伯努利方程的解.

例9.4.4求方程 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑥𝑦 = 𝑥3𝑦3.

解：𝑦 = 0,显然是该方程的一个解，当𝑦 ̸= 0,在方程两端除以𝑦3 得

𝑦−3 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑥𝑦−2 = 𝑥3,令𝑧 = 𝑦−2,则方程化解为 𝑑𝑧

𝑑𝑥 − 2𝑥𝑧 = −2𝑥3.

代入一阶线性非齐次方程的求解公式得方程的通解为𝑧 = 𝐶𝑒𝑥
2

+ 𝑥2 + 1 将𝑦−2 = 𝑧 代入得原方程的

通解为𝑦−2 = 𝐶𝑒𝑥
2

+ 𝑥2 + 1.

习题9.4

1.求下列线性方程的解
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(1)𝑦′ − 2𝑦
𝑥+1 = (𝑥+ 1)3, (2)𝑦′ − 𝑎 𝑦𝑥 = 𝑥+1

𝑥

(3)(𝑥− 𝑥3)𝑦′ + (2𝑥2 − 1)𝑦 − 𝑎𝑥3 = 0, (4)𝑑𝑠𝑑𝑡 cos 𝑡+ 𝑠 sin 𝑡 = 1,

(5)𝑑𝑠𝑑𝑡 + 𝑠 cos 𝑡 = 1
2 sin 2𝑡, (6)𝑦

′ − 𝑛
𝑥𝑦 = 𝑒𝑥𝑥𝑛

(7)𝑦′ + 𝑛
𝑥𝑦 = 𝑎

𝑥𝑛 , (8)𝑦
′ + 𝑦 = 1

𝑒𝑥

2.* 求解下列伯努利方程

(1)𝑦′ + 𝑥𝑦 = 𝑥3𝑦3, (2)(1− 𝑥2)𝑦′ − 𝑥𝑦 − 𝑎𝑥𝑦2 = 0

(3)3𝑦2𝑦′ − 𝑎𝑦3 − 𝑥− 1 = 0, (4)𝑦′(𝑥2𝑦3 + 𝑥𝑦) = 1

第五节可降阶的高阶微分方程

前面我们已经讨论过一阶线性微分方程一定有解，而且我们还给出了求解公式，但对于高阶方程，

相应的结论就未必成立，以下我们就三类方程进行讨论.

一、𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥)型方程

此类方程我们注意到𝑦(𝑛−1) =

∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶1, 𝑦

(𝑛−2) =

∫︁ [︂∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥+ 𝐶1

]︂
𝑑𝑥 + 𝐶2 通过𝑛次积分就

可以解出未知函数𝑦.

例9.5.1 求解微分方程𝑦′′ = sin(𝑘𝑥), 𝑦′(0) = 1, 𝑦(0) = 0.

解：𝑦′ =

∫︁
sin 𝑘𝑥𝑑𝑥+ 𝐶1 = −cos 𝑘𝑥

𝑘
+ 𝐶1,

𝑦 = − 1
𝑘

∫︁
cos 𝑘𝑥𝑑𝑥+ 𝐶1𝑥 = − 1

𝑘2
sin 𝑘𝑥+ 𝐶1𝑥+ 𝐶2.代入初始条件得𝐶2 = 0, 𝐶1 = 1 + 1

𝑘

𝑦 = − 1
𝑘2 sin 𝑘𝑥+ (1 + 1

𝑘 )𝑥.

例9.5.2 求微分方程𝑦′′′ = 𝑒2𝑥 − cos𝑥的通解.

解：𝑦′′ =

∫︁
(𝑒2𝑥 − cos𝑥)𝑑𝑥 =

1

2
𝑒2𝑥 − sin𝑥+ 𝐶1;

𝑦′ =

∫︁
(
1

2
𝑒2𝑥 − sin𝑥+ 𝐶1)𝑑𝑥 =

1

4
𝑒2𝑥 + cos𝑥+ 𝐶1𝑥+ 𝐶2;

𝑦 = 1
8𝑒

2𝑥 + sin𝑥+ 𝐶1𝑥
2 + 𝐶2𝑥+ 𝐶3, 其中𝐶𝑗(𝑗 = 1, 2, 3) 是独立的任意常数.

例9.5.3质量为𝑚 的质点受力𝐹的作用沿𝑂𝑥轴作直线运动，设力𝐹 = 𝐹 (𝑡)在开始时刻𝑡 = 0时，𝐹 (0) =

11



𝐹0, 随着时间𝑡的增大，力𝐹均匀地减小，直到𝑡 = 𝑇时，𝐹 (𝑇 ) = 0. 如果开始时质点位于原点，且初速度为

零，求这个质点的运动规律.

解：设质点的运动规律为𝑥 = 𝑥(𝑡),由Newton第二定律有𝑚𝑑2𝑥
𝑑𝑡2 = 𝐹 (𝑡)注意到𝐹随时间𝑡的增加而减

小，即𝐹 = 𝐹0 − 𝑘𝑡，当𝑡 = 𝑇 时𝐹 = 0 ，即𝑘 = 𝐹0

𝑇 ,所以𝐹 (𝑡) = 𝐹0(1 − 𝑡
𝑇 )问题转化成如下初值问

题：𝑥′′ = 𝐹0

𝑚 (1− 𝑡
𝑇 ), 𝑥(0) = 0, 𝑥′(0) = 0，求积分得𝑥′(𝑡) = 𝐹0

𝑚 𝑡−
𝐹0

2𝑚𝑇 𝑡
2 + 𝐶1由初值条件得𝐶1 = 0.

𝑥(𝑡) = 𝐹0

2𝑚 𝑡
2 − 𝐹0

6𝑚𝑇 𝑡
3 + 𝐶2,由初值条件得𝐶2 = 0,于是运动规律为𝑥(𝑡) = 𝐹0

𝑚

(︁
𝑡2

2 − 𝐹0

6𝑇 𝑡
3
)︁
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

二、𝑦′′ = 𝑓(𝑥, 𝑦′)型微分方程

此类方程不含未知函数𝑦，我们通过降阶来将其转化为一阶方程. 令𝑦′ = 𝑝, 则𝑦′′ = 𝑑𝑝
𝑑𝑥代入原方

程转化成关于𝑝的一阶方程 𝑑𝑝
𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑝)依据一阶方程的求解方法得到𝑝 = 𝜙(𝑥,𝐶1)然后积分得到𝑦 =∫︁

𝜙(𝑥,𝐶1)𝑑𝑥+ 𝐶2.

例9.5.4 求微分方程(1 + 𝑥2)𝑦′′ = 2𝑥𝑦′满足初始条件𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 3 的解.

解：令𝑝 = 𝑦′于是有(1 + 𝑥2) 𝑑𝑝𝑑𝑥 = 2𝑥𝑝 那么𝑑𝑝
𝑝 = 2𝑥𝑑𝑥

1+𝑥2两边积分得到ln |𝑝| = ln(1 + 𝑥2) + ln𝐶1,那

么𝑝 = 𝐶1(1 + 𝑥2), 于是𝑦 = 𝐶1(𝑥 + 1
3𝑥

3) + 𝐶2代入初始条件得到𝐶1 = 3, 𝐶2 = 1,故所求微分方程的解

为𝑦 = 𝑥3 + 3𝑥+ 1.

例9.5.5 求方程𝑦′′ · (𝑥+ (𝑦′)2) = 𝑦′, 满足初始条件𝑦(1) = 𝑦′(1) = 1的解

解：令𝑦′ = 𝑝,则 𝑑𝑝
𝑑𝑥 (𝑥+ 𝑝2) = 𝑝

于是有𝑑𝑥
𝑑𝑝 = 𝑥+𝑝2

𝑝 这是一阶线性微分方程，即𝑑𝑥
𝑑𝑝 − 𝑥

𝑝 = 𝑝, 那么

𝑥 = 𝐶𝑒
∫︀

1
𝑝𝑑𝑝 + 𝑒

∫︀
1
𝑝𝑑𝑝

∫︁
𝑒−

∫︀
1
𝑝𝑑𝑝𝑝𝑑𝑝 = 𝐶1𝑝+ 𝑝2,

由初始条件1 = 𝐶1 + 1,=⇒ 𝐶1 = 0

由于𝑝2 = 𝑥,于是 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = ±

√
𝑥, 由𝑦′(1) = 1 > 0,那么𝑦 = 2

3𝑥
3
2 + 𝐶2, 由初始条件推得，𝐶2 = 1

3 ,所

以𝑦 = 2
3𝑥

3
2 + 1

3

例9.5.6设有一均匀、柔软的绳索，两端固定，绳索仅受重力的作用而下垂，试问该绳索在平衡状态时
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是怎样的曲线.

解：记绳索的最低点为𝐴,建立坐标系其中𝑦轴过𝐴点，不妨设𝐴点距离𝑥轴的距离为𝑂𝐴要想绳索处于

平衡状态，在绳索上任意点处需有一个张力𝑇 ,其中张力沿曲线的切向，设绳索从点𝐴 到𝑀处的曲线弧长

为̂︂𝐴𝑀 ,欲使系统平衡，需要𝑇 cos 𝜃 = 𝐻,𝑇 sin 𝜃 = 𝜌𝑔𝑠

6

-

�

�
�
���

?

𝑦

𝑥

𝐻 𝜌𝑔𝑠

𝑀

𝑇

𝜃s s
𝐴
s
𝑂

图9.5.1

其中𝐻 为点𝐴处沿切线方向的水平张力，𝑠为弧长，𝜃为张力与𝑥轴正向的夹角，𝜌为绳索的线密度，𝑔为

重力加速度。两式相除得tan 𝜃 = 𝜌𝑔
𝐻 𝑠,记

𝜌𝑔
𝐻 = 1

𝑎 ,注意到tan 𝜃 = 𝑦′, 𝑠 =

∫︁ 𝑥

0

√︁
1 + 𝑦′2𝑑𝑥

代入得微分方程𝑦′ = 1
𝑎

∫︁ 𝑥

0

√︁
1 + 𝑦′2𝑑𝑥 两端关于𝑥求导，得到𝑦′′ = 1

𝑎

√︀
1 + 𝑦′2.

这个方程属于𝑦′′ = 𝑓(𝑥, 𝑦′)类型，于是令𝑦′ = 𝑝,则 𝑑𝑝
𝑑𝑥 = 1

𝑎

√︀
1 + 𝑝2.

分离变量，并积分得

ln(𝑝+
√︀

1 + 𝑝2) = 𝑥
𝑎 + 𝐶1,将初始条件𝑦′(0) = 0，代入得𝐶1 = 0,于是

𝑝 = 1
2 (𝑒

𝑥
𝑎 − 𝑒−

𝑥
𝑎 ).将𝑝 = 𝑦′代入并积分得

𝑦 = 𝑎
2 (𝑒

𝑥
𝑎 + 𝑒−

𝑥
𝑎 ) +𝐶2,为了简化不妨设𝑂𝐴 = 𝑎,将初始条件𝑦(0) = 𝑎代入得𝐶2 = 0,于是所求曲线方程

为𝑦 = 𝑎
2 (𝑒

𝑥
𝑎 + 𝑒−

𝑥
𝑎 ),该曲线称为悬链线.

三、𝑦′′ = 𝑓(𝑦, 𝑦′)型方程

令𝑦′ = 𝑝那么𝑦′′ = 𝑑𝑝
𝑑𝑥 = 𝑑𝑝

𝑑𝑦𝑝于是方程转化成
𝑑𝑝
𝑑𝑦𝑝 = 𝑓(𝑦, 𝑝)这是一个一阶微分方程，然后利用一阶微分

方程的求解方法得到关于𝑝 的解为𝑝 = 𝜙(𝑦, 𝐶1)，最后通过积分得到通解𝑥+ 𝐶2 =

∫︁
𝑑𝑦

𝜙(𝑦, 𝐶1)
.

例9.5.7求微分方程𝑦𝑦′′ − 𝑦′
2
= 0的通解.

解：令𝑦′ = 𝑝, 𝑦′′ = 𝑑𝑝
𝑑𝑦𝑝代入得𝑦𝑝

𝑑𝑝
𝑑𝑦 = 𝑝2,那么𝑦 𝑑𝑝𝑑𝑦 = 𝑝或𝑝 = 0.显然𝑝 = 0,则𝑦 = 𝐶是原方程的解；
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当𝑝 ̸= 0 时，𝑦 = 𝐶2𝑒
𝐶1𝑥为其通解.

例9.5.8 一个距离地面很高的物体，受地球引力的作用由静止开始落向地面，求它落到地面时的速度

和所需的时间(不计空气阻力).

解：设地球的半径为𝑅,

6
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图9.5.2

物体的质量为𝑚,物体开始下落时与地球中心相距为𝑙(𝑙 > 𝑅),在时刻𝑡 物体所在的位置为𝑦 = 𝑦(𝑡),于

是物体的速度为

𝑣(𝑡) = 𝑑𝑦
𝑑𝑡 由万有引力得到𝑚

𝑑2𝑦
𝑑𝑡2 = −𝑘𝑚𝑀

𝑦2 , 即𝑦′′ = −𝑘𝑀
𝑦2 其中𝑘为引力常数，𝑀为地球的质量，当𝑦 =

𝑅时,𝑦′′ = −𝑔(这里的负号是由于物体运动的方向与𝑦轴的正向相反的缘故),所以𝑔 = 𝑘𝑀
𝑅2

这样所求微分方程转化成𝑦′′ = − 𝑔𝑅2

𝑦2 , 𝑦(0) = 𝑙, 𝑦′(0) = 0

令𝑦′ = 𝑣, 𝑦′′ = 𝑑𝑣
𝑑𝑡 = 𝑑𝑣

𝑑𝑦𝑣,于是原方程转化成𝑣𝑑𝑣 = − 𝑔𝑅2

𝑦2 𝑑𝑦,两端积分得到𝑣
2 = 2𝑔𝑅2

𝑦 + 𝐶1代入初始条

件得到𝐶1 = − 2𝑔𝑅2

𝑙 ,那么𝑣 = −𝑅
√︁
2𝑔( 1𝑦 − 1

𝑙 )

取−号是由于运动方向与𝑦轴方向相反.

当𝑦 = 𝑅时，即物体到达地面时的速度𝑣 = −
√︁

2𝑔𝑅(𝑙−𝑅)
𝑙

注意到𝑑𝑦
𝑑𝑡 = 𝑣 = −𝑅

√︁
2𝑔( 𝑙−𝑦𝑦𝑙 ) 于是

𝑑𝑡 = − 1
𝑅

√︁
𝑙
2𝑔 ·

√︁
𝑦
𝑙−𝑦𝑑𝑦两端积分并注意到𝑦 = 𝑙 cos2 𝑢 得

𝑡 = 1
𝑅

√︁
𝑙
2𝑔

(︁√︀
𝑙𝑦 − 𝑦2 + 𝑙 arccos

√︀
𝑦
𝑙

)︁
+ 𝐶2 代入初始条件𝑦(0) = 𝑙 得𝐶2 = 0
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