
    

行列式的计算方法

摘要：行列式计算的技巧性很强．理论上，任何一个行列式都可以按照定义进行计算，但是直接按

照定义计算而不借助于计算机有时是不可能的．本文在总结已有常规行列式计算方法的根底上，对

行列式的计算方法和一些技巧进行了更深入的探讨．总结出“定义法”、“化三角形法”、“滚动消去

法”、“拆分法”、“加边法”、“归纳法”、“降级法”、“特征值法”等十几种计算技巧和途径．

关键词： 行列式 计算方法  

    行列式是研究某些数的“有规”乘积的代数和的性质及其计算方法.它起源于解线性方程, 以后

逐步地应用到数学的其它领域.行列式的计算通常要根据行列式的具体特点,采用相应的计算方法. 

这里介绍几种常见的,也是行之有效的计算方法.

    1.对角线法那么

    对角线法那么是行列式计算方法中最为简单的一种，记忆起来很方便，但它只适用于二阶和三

阶行列式，四阶及以上的行列式就不能采用此方法．

    2.定义法

    根据行列式定义可知，如果所求的行列式中含的非零元素特别少(一般不多于 n2 个) ，可以直接

利用行列式的定义求解，或者行列式的阶数比拟低(一般是 2 阶或者 3阶) ．如果对于一些行列式的

零元素(假设有)分布比拟有规律，如上(下) 三角形行列式以及含零块形式的行列式可以考虑用定义

法求解．

    例 1 计算行列式 

0004
0030
0200
1000

这是一个四级行列式，在展开式中应该有 24!4  项．但是由于出现很多的零，所以不等于零的项数

就大大减少了．我们具体地来看一下．展开式中项的一般形式是

4321 4321 jjjj aaaa ．

显然，如果 41 j ，那么 0
11 ja ，从而这个项就等于零．因此只须考虑 41 j 的那些项；同理，只

需考虑 32 j ， 23 j ， 14 j 这些列指标的项．这就是说，行列式中不为零的项只有 41322314 aaaa
这一项，而 6)4321(  ，这一项前面的符号应该是正的．

所以

原式= 244321

0004
0030
0200
1000
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    3.化为三角形计算法

例 2 计算行列式



    解：

101700
81600

1725130
71391
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71391
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    这个例子尽管简单, 但化三角形这一方法, 在计算行列式中占有十分重要的地位,而化为三角形

的方法又有很多种, 下面介绍的 1、2、3、4 这三种都可以作为化三角形的几种手段, 当然它们除化

为三角形外, 还有其它的作用．

    3.1 各行(或列)加减同一行(或列)的倍数

    适用于加减后某一行〔列〕诸元素有公共因子或者三角形的情形   
    例 3 计算行列式
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解：当 3n 时，各列减去第一列

得：
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之所以等于零，是因为有两列成比例．

  另外，当 2n 时，

 ))((
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1212
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2111 yyxx
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yxyx
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这个例子还附带说明, 有时题目并没有指定级数, 而行列式之值与级数有关时, 还需进行讨论说

明．

3.2 各行(或列)加到同一行(或列)上去

    适用于各列(行)诸元素之和相等的情况.    

    例 4 计算行列式

10782
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3152
71391
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解：把所有各列都加到第一列上去，

得：
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3.3 逐行(或列)相加减

    有一些行列式能通过逐行相加、减得到很多的零。这样就使得行列式计算变得简便的多.
    例 5 计算行列式

110000010
011000001
231000000
023100000

000002310
000000231
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解：从第一列开始，每列乘以 2 加到后一列，

得：

3212222210
62321222221
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00001100
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再将最后一行乘以〔-2〕，加到倒数第二行，其余行都不变，得：



3212222210
01100001
01100000
00110000

00001100
00000110
00000011

1232
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按最后一列展开，得

    )32(3

32111111
01000000
00100000

00000100
00000010
00000001
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    3.4 行(列)归一法

    先把某一行(列)全部化为 1，再利用该行(列)以及行列式的性质将原行列式化为三角形行列式，

从而求出行列式的值．

    例 6 计算 n 阶行列式

xaa

axa
aax
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    解：它的特点是各列元素之和为 xan  )1( ，因此把各行都加到第一行，然后第一行再提出

xan  )1( ，得
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将第一行乘 a 分别加到其余各行，化为三角形行列式，那么
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    4.特殊行列式

    4.1 爪型行列式

形如：
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的行列式，称为爪型行列式．这种形式的行列式主要是利用对角线上的元素消去“横线”或“竖

线”，化为三角形行列式再计算．

    例 7 计算行列式
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    解 当 ),,2,1(0 niai � 时，将第 i+1 列乘以 ),2,1)(( ni
a
c

i

i � 后都加到第 1 列，得三角型行

列式：
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    例 8 计算行列式

y
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    分析：一般除主对角线上的元素，其余元素全部相同的行列式都可以化为爪型行列式，利用例 6

结论计算其值．

    解 
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    4.2 三对角线型行列式

D



形如：
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��� 的 n 阶行列式，是指主对角线上元素与主对角线上方和下方第一

条次对角线上元素不全为零而其余元素全为零的行列式， 称为三对角线型行列式．这类行列式的计

算可以直接展开得到两项递推关系式，然后变形进行两次递推，或利用第二数学归纳法证明．

    例 9 计算 n 阶行列式
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    解 按第一行展开得
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变形 ),( 211   nnnn aDDbaDD 由于

222
21 )(, babaabbaDbaD  ，

从而利用上述递推公式得
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    例 10 证明

na
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    解 按第 n 行展开得
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采用第二数学归纳法证明

1n 时， aD cos1  ，结论成立．设 kn  时，结论成立．那么当 1 kn 时，有

,)1cos()1cos(coscos2cos2 11 akakkaaDaDD kkk  

故有归纳假设知 naDn cos

    4.3 Hessenberg 型行列式

    形如：
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的行列式，即除一对角线及其相邻的一直线和最边上的一行或一列这三条直线外, 其余元素全为零

的三线型行列式，称为 Hessenberg 型行列式．这一类行列式可以直接展开得到递推公式，也可利用

行列式性质化简并降阶．

    例 11 计算 n 阶行列式
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    解 按第一列展开得
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    例 12 计算 n 阶行列式
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    解 将第 1,,2,1 n� 列加到第 n 列，得
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    4.4 两线形行列式

    例 13  计算行列式
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    解：

按第 1 列展开得
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结论对于形如：
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
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等的“两线形的行列式”可以直接展开降阶．
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)!1()1( 1 

  nn



    4.5 利用范德蒙行列式计算

    范德蒙行列式是一类特殊的行列式，利用范德蒙行列式公式计算某些行列式时，要求行列式必

须具有范德蒙行列式的特点，或类似于范德蒙行列式的特点，这样也可以将所给的行列式化为范德

蒙行列式，然后再利用公式计算出结果．

    例 14 设 n
n xcxccxf  �10)( .用线性方程组的理论证明，假设是 )(xf 有 1n 个不同的根，

那么 )(xf 为零多项式.

证明：设 121 ,, naaa � 为 )(xf 的根，且 )( jiaa ji  .

那么将根代入多项式得到如下线性方程组：
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以 ncccc ,,,, 210 � 为未知量，那么线性方程组的系数矩阵为：
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因为齐次线性方程组的系数矩阵不为 0，故系数矩阵只有零解，即：

010  nccc �

所以 )(xf 为零多项式.

    5.降阶法

    5.1 一般降阶法

    根据行列式理论中的拉普拉斯定理, 行列式的计算可转化为 k  阶子式及其相应的代数余子式的

乘积之和.但此方法计算量偏大, 仅适用于行列式中元素为 0 较多的情形. 同时, 涉及一些比拟复杂

的、元素含文字或未知量的行列式, 仅用此方法是不够的.
    例 15 计算四阶行列式

2014
3651
0310
7223




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    解：观察行列式，可以选择第二行展开，但是第二行有两个非零元素，先用性质将 3 也化为零，

即
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    5.2 利用公式降阶

    公式 1 设 A， B 都是 n 阶方阵，那么有

  BABA
AB
BA



    证明：由于
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
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两边去行列式，得
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    例 16 计算行列式

0
0

0
0
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    解 利用公式 1
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公式 2 设 A， B ，C 均为 n 阶方阵，那么
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证明：把拉普拉斯定理用于上式的后 r 行，在它的所有 n 阶子式中，除 C 外，其余至少包含

一列零向量，从而值为零．而 C 的余子式为 B ，且C 位于整个矩阵的第 nnnn  ,,2,1 � 行，

第 n,,2,1 � 列，因此
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其中
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以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要
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