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湖南省衡阳市衡阳县 2024 届高三第一次模拟考试数学试卷

学校:___________姓名：___________班级：___________考号：___________

一、单选题

1．设集合
21{ | 0} { | 3 7 10}xA x B x x x

x


    ， ，则 A B  （ ）

A．  11 ， B．
100
3

 
 
 
，

C． 01， D．  01，

2．已知复数 z满足 z z  4且 0z z z   ，则 2019z 的值为

A．﹣1 B．﹣2 2019 C．1 D．2 2019

3．在 ABCV 中， 2AC  ，D为 AB的中点，
1 7
2

CD BC  ，P为 CD上一点，且

1
3

AP mAC AB 
  

，则 AP 


（ ）

A． 31
4

B． 13
3

C． 13
2

D． 2 13
3

4．已知甲植物生长了一天，长度为 ( 0)a a  ，乙植物生长了一天，长度为16a .从第二天起，

甲每天的生长速度是前一天的
3
2
倍，乙每天的生长速度是前一天的

2
3
，则甲的长度第一次超

过乙的长度的时期是（ ）（参考数据：取 lg2 0.3, lg3 0.48  ）

A．第 6天 B．第 7天 C．第 8天 D．第 9天

5．已知四棱锥 P ABCD 的底面为矩形， 2 3AB  ， 4BC  ，侧面 PAB为正三角形且垂直

于底面 ABCD，M为四棱锥 P ABCD 内切球表面上一点，则点 M到直线CD距离的最小值

为（ ）

A． 10 2 B． 10 1 C． 2 3 2 D． 2 3 1

6．已知  f x 是定义在  0, 上单调递增且图像连续不断的函数，且有

     
   1

f x f y
f x y

f x f y


 


，设 1 2 1x x  ，则下列说法正确的是（ ）

A．
   1 2 1 2 1

2 2
f x f x x xf

    
 

B．
   1 2 1 21

2 2
f x f x x xf
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C．
   1 21 2 1

2 2
f x f xx xf

    
 

D．
   1 21 21

2 2
f x f xx xf

   
 

7．已知抛物线 C： 2 2 ( 0)y px p  的焦点为 F ，过 F 作不与 x轴垂直的直线 l交C于 ,A B两

点，设 OAB△ 的外心和重心的纵坐标分别为 ,m n（O是坐标原点），则
m
n
的值为（ ）

A．1 B．
3
4

C． 1
2 D．

3
8

8．已知函数   3exf x  ，   1 ln
2 2

xg x   ，若    f m g n 成立，则 n m 的最小值为（ ）

A． ln 2 1 B． ln 2 C． 1 ln 2  D．1 ln 2

二、多选题

9．记函数      2cos 0,0 πf x x        的最小正周期为T ，若   3f T  ，且  f x

在
π π,
3 3

   
上的最大值与最小值的差为 3，则（ ）

A．  0 1f  B．
π π
3 9

f f       
   

C．  f x 在区间
π 2π,
9 3

   
上单调递减 D．直线

33
2

y x  是曲线  y f x 的切线

10．已知数列 na 各项均为负数，其前 n项和 nS 满足  *16 Nn na S n   ，则（ ）

A．数列 na 的第 2项小于 3 B．数列 na 不可能是等比数列

C．数列 na 为递增数列 D．数列 na 中存在大于
1
100

 的项

11．球面三角学是研究球面三角形的边、角关系的一门学科.如图，球O的半径为 R，A，B，

C为球面上三点，劣弧 BC的弧长记为 a，设 aO 表示以O为圆心，且过 B，C的圆，同理，

圆 bO ， cO 的劣弧 AC，AB的弧长分别记为b，c，曲面 ABC（阴影部分）叫做曲面三角形，

若 a b c  ，则称其为曲面等边三角形，线段OA，OB，OC与曲面 ABCV 围成的封闭几何

体叫做球面三棱锥，记为球面O ABC .设 BOC   ， AOC   ， AOB   ，则下列结

论正确的是（ ）
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A．若平面 ABCV 是面积为 23
4
R 的等边三角形，则 a b c R  

B．若 2 2 2a b c  ，则 2 2 2   

C．若
π
3

a b c R   ，则球面O ABC 的体积 32
12

V R

D．若平面 ABCV 为直角三角形，且
π
2

ACB  ，则 2 2 2a b c 

三、填空题

12．甲乙两个盒子中装有大小、形状相同的红球和白球，甲盒中有 5个红球，2个白球；乙

盒中有 4个红球，3个白球.先从甲盒中随机取出一个球放入乙盒，再从乙盒中随机取出一个

球，则从乙盒中取出的是红球的概率为 .

13．
512ax x

x x
     
  

展开式中的常数项是 120，则实数 a  ．

14．正四面体 ABCD的棱长为 6，点 P是该正四面体内切球球面上的动点，当PA PD
 

取得

最小值时， PAD△ 的面积为 .

四、解答题

15．若锐角 ABCV 的内角A，B，C所对的边分别为 a，b，c，其外接圆的半径为 3，且

 cos cos 2 3 sin cosa B C a A c B A   ．

(1)求角A的大小；

(2)求
2 2b a
b


的取值范围

16．已知数列 na 是等差数列， 1 3a  ， 0d  ，且 1a ， 7a ， 25a 构成等比数列，

(1)求 na ；

(2)设   nf n a ，若存在数列 nb 满足 1 1b  ， 2 7b  ， 3 25b  ，且数列   nf b 为等比数列，
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求 n na b 的前 n项和 nS ．

17．如图，在四棱锥 P ABCD 中，四边形 ABCD是菱形，平面 ABCD 平面 PAD，点M 在

DP上，且 2 , , 120DM MP AD AP PAD    ．

(1)求证： BD 平面 ACM ；

(2)若 60ADC  ，求平面 ACM 与平面 ABP夹角的余弦值．

18．2023年 12月 25日，由科技日报社主办，部分两院院士和媒体人共同评选出的 2023年

国内十大科技新闻揭晓.某高校一学生社团随机调查了本校 100名学生对这十大科技的了解

情况，按照性别和了解情况分组，得到如下列联表：

不太了解 比较了解 合计

男生 20 40 60

女生 20 20 40

合计 40 60 100

(1)判断是否有 95%的把握认为对这十大科技的了解存在性别差异；

(2)若把这 100名学生按照性别进行分层随机抽样，从中抽取 5人，再从这 5人中随机抽取 2

人，记抽取的 2人中女生数为 X ，求 X 的分布列及  E X .

附：①
 

    

2
2 n ad bc

a b c d a c b d





   
，其中 n a b c d    ；

②当 2 3.841  时有 95%的把握认为两变量有关联.

19．已知函数    ln , 1f x x g x x   .

(1)证明：    f x g x ；

(2)设      h x f x g x  ，求证：对任意的0 b a  ，都有
    1 1
h a h b

a b a b


 
 

成立.
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参考答案：

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

答案 D D D C B D D A BD BCD

题号 11

答案 BC

1．D

【分析】先求出集合A， B，再结合交集的定义，即可求解．

【详解】因为
1 0x
x


 ，所以
 1 0
0

x x
x

  



，解得0 1x  ，

因为 23 7 10x x  ，所以   3 10 1 0x x   ，解得
101
3

x   ，

所以 { | 0 1}A x x   ，
10{ | 1 }
3

B x x    ，

故  01A B  ，．

故选：D．

2．D

【解析】首先设复数 z=a+bi（a，b∈R），根据 z z 4和 z z  |z|= 0得出方程组，求解可得：

z
1 32
2 2

i
 

     
 

，通过计算可得： 31 3(- ) 1
2 2
  ，代入即可得解.

【详解】设 z=a+bi（a，b∈R），

由 z z  4且 z z  |z|=0，得

2 2 4
2 2 0
a b
a

  


 
，解得 a=﹣1，b 3  .

∴z
1 31 3 2
2 2

i i
 

       
 

，

而
3 2 2 31 3 1 1 3 1 3 3( ) 3 ( ) 3 ( ) ( )

2 2 8 2 2 2 2 2
i i i i

                          
1，

3 2 2 31 3 1 1 3 1 3 3( ) 3 ( ) 3 ( ) ( ) 1
2 2 8 2 2 2 2 2

i i i i               
 

.

∴ 2019 2019 2019 2019 3 673 20191 3 1 32 ( ) 2 [( ) ] 2
2 2 2 2

z i i         .

故选：D.
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【点睛】本题考查了复数的计算，考查了共轭复数，要求较高的计算能力，属于较难题.

3．D

【分析】由中点可知������� = 1
2

������ + ������� ，根据模长关系可得 2CA CB  
 

，设CP CD
 

，结合

平面向量的线性运算以及基本定理可得

1
3
2
3

m



 

 


，用CACB
 

, 表示 AP


，结合模长运算求解.

【详解】因为 D为 AB的中点，则������� = 1
2

������ + ������� ，

可得  2 2 21 2
4

CD CA CB CA CB   
    

，即  17 4 28 2
4

CA CB   
 

，解得 2CA CB  
 

，

又因为 P为 CD上一点，设CP CD
 

，

则  1 11
2 2 3

AP AC CP AC CD AC AB AC AC AB mAC AB               
 

           
，

可得

1
1

2 3

m

 





，解得

1
3
2
3

m



 

 


，即
2
3


uur uuur
CP CD，

则
2 1 1 2 1
3 2 2 3 3

AP AC CP CA CA CB CA CB          
 

       
，

可得
2 2 24 1 4 52

9 9 9 9
    

uuur uur uur uur uur
AP CA CB CA CB ，即

2 13
3

AP 


.

故选：D.

【点睛】关键点睛：1.根据模长关系可得 2CA CB  
 

；

2.设CP CD
 

，根据平面向量基本定理求得

1
3
2
3

m



 

 


；

3.以CACB
 

, 为基底表示 AP


，进而运算求解.

4．C

【分析】设甲植物每天生长的长度构成等比数列 na ，甲植物每天生长的长度构成等比数列

 nb ，设其前 n项和分别为 nS 、 nT ，依题意得到 na 、 nb 的通项公式，即可求出 nS 、 nT ，

再由 n nS T 得到
3 24
2

n
   
 

，最后根据指数函数的性质及对数的运算性质计算可得.

【详解】设甲植物每天生长的长度构成等比数列 na ，甲植物每天生长的长度构成等比数列
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 nb ，设其前 n项和分别为 nS 、 nT （即 n  N*n 天后树的总长度），

则
13

2

n

na a


    
 

，
1216

3

n

nb a


   
 

，

所以
2 1

31
23 3 3 32 132 2 2 21
2

n

n n

n

a
S a a a a a



                               
       

 ，

2 1

216 1
32 2 2 216 16 16 1 48 123 3 3 31

3

n

n n

n

a
T a a a a a



                              
       

 ，

由 n nS T ，可得
3 22 1 48 1
2 3

n n

a a
               

         
，

即
23 325 24 0

2 2

n n
         
   

，即
3 324 1 0
2 2

n n               
         

，

解得
3 24
2

n
   
 

或
3 1
2

n
   
 

（舍去），

由
3 24
2

n
   
 

则 3
2

log 24n  ，因为 3
2

lg 24 lg3 3lg 2 0.48 3 0.3log 24 7.73 lg3 lg 2 0.48 0.3lg
2

  
   

  ，

即 7.7n  ，又 *nN ，所以 n的最小值为8 .

故选：C

【点睛】关键点睛：本题关键是利用等比数列求出公式求出 n  N*n 天后树的总长度，从

而得到不等式，再结合指数函数的性质解得.

5．B

【分析】 ,H N 分别为 AB和CD的中点，平面 PHN截四棱锥 P ABCD 的内切球 O所得的截

面为大圆，求出圆的半径，利用圆心到直线距离求点 M到直线CD距离的最小值.

【详解】如图，设四棱锥的内切球的半径为 r，取 AB的中点为 H，CD的中点为 N，连接PH，

PN，HN，
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球 O为四棱锥 P ABCD 的内切球，

底面 ABCD为矩形，侧面 PAB为正三角形且垂直于底面 ABCD，

则平面 PHN截四棱锥 P ABCD 的内切球 O所得的截面为大圆，

此圆为 PHN 的内切圆，半径为 r，与HN，PH分别相切于点 E，F，

平面 PAB 平面 ABCD，交线为 AB， PH 平面 PAB，

PAB 为正三角形，有 PH AB ， PH 平面 ABCD，

HN 平面 ABCD， PH HN  ，

2 3AB  ， 4BC  ，则有 3PH  ， 4HN  ， 5PN = ，

则 PHN 中，  1 13 4 3 4 5
2 2PHNS r      ，解得 1r  .

所以，四棱锥 P ABCD 内切球半径为 1，连接ON .

PH Q 平面 ABCD，CD 平面 ABCD， CD PH  ，

又CD HN ， ,PH HN Ì 平面 PHN， PH HN H ，

CD\ ^ 平面 PHN， ON  平面 PHN，可得ON CD ，

所以内切球表面上一点 M到直线CD的距离的最小值即为线段ON的长减去球的半径，

又 2 2 10ON OE EN   .

所以四棱锥 P ABCD 内切球表面上的一点 M到直线CD的距离的最小值为 10 1 .

故选：B.

【点睛】方法点睛：

四棱锥 P ABCD 的内切球，与四棱锥的五个面都相切，由对称性平面 PHN截四棱锥

P ABCD 的内切球 O所得的截面为大圆，问题转化为三角形内切圆，利用面积法求出半径，

即内切球的半径，由球心到直线CD的距离，求点 M到直线CD的距离的最小值.

6．D

【分析】根据函数的单调性的定义和性质以及利用反证法证明不等式，结合选项先证明
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  1f x  ，再根据    
 2

2
2

1
f x

f x
f x




，可得  
1 2

1 2 2
1 2

2
2

1
2

x xf
f x x

x xf

 
 
  

       

，构造函数

   2

2 , 0,1
1
xg x x
x

 


，根据函数单调性即可得出结论.

【详解】      
   

0
0

1 0
f x f

f x
f x f


 


得到    20 1 0f f x    ，

因为  f x 单调递增，所以  f x 不恒等于 1 ，故  0 0f  ，

因为  f x 在 0,  上单调递增，故    0 0f x f  ，

若存在 0x 使得  0 1f x  ，则    
 0

1
1

1
f x

f x x
f x


  


，

则  f x 恒等于 1，与  f x 单调递增矛盾，故   1f x  ，

 0,x    ，若存在 1
x ，使得  1 1f x 

因为  f x 连续，    1 1, 0 0 1f x f   ，故存在 2x ，使得  2 1f x  ，

与上述   1f x  矛盾，故  0,x      1f x  ,

对于本题，
     

   
   
   

1 2 1 2
1 2 2

1 2 1 2
1

1
2

f x f x f x f x
f x x

f x f x f x f x

 
  

  
  
 

，当且仅当    1 2f x f x 时取

等，

因为  1 2 ,x x f x 单调递增，故不取等号，即
     

   
1 2

1 2 2

1 21
2

f x f x
f x x

f x f x


 

 
  
 

当 y x 时，有    
 2

2
2

1
f x

f x
f x




，即  
1 2

1 2 2
1 2

2
2

1
2

x xf
f x x

x xf

 
 
  

       

，

当  0,1x 时，令   2

2
1
xg x
x




，
   2 , 0,11g x x

x
x

 
 ,
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因为  1 , 0,1y x x
x

   单调递减，所以
   2 , 0,11g x x

x
x

 
 单调递增，

因为  0 0g  ，所以   2

2 ,
1
xg x
x




 0,1x ，单调递增，

因为  
1 2

1 2
1 22

1 2

2
2

2
1

2

x xf
x xg f f x x

x xf

 
         

          

，

       
   

1 2 1 2
2

1 2
2

1
2

f x f x f x f x
g

f x f x

  
 

  
  
 

，

所以
   1 21 2

2 2
f x f xx xg f g

        
    

，所以
   1 21 2

2 2
f x f xx xf

   
 

.

综上所述
   1 21 21

2 2
f x f xx xf

   
 

.

故选：D.

【点睛】关键点点睛：根据选项先证明   1f x  ，构造函数   2

2
1
xg x
x




，根据单调性得出

结论.

7．D

【分析】设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，直线 AB的方程为  0
2
px ty t   ，联立直线与抛物线方

程，消元、列出韦达定理， OAB△ 的重心的纵坐标 1 2 0
3

y yn  
 ，再表示出OA、OB的垂

直平分线方程，从而求出m，即可得解.

【详解】设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，显然  1 1 2 2, , , 0x y x y  ，直线 AB的方程为  0
2
px ty t   ，

由

2 2

2

y px
px ty

 



 

整理得 2 22 0y pty p   ，显然 0  ，所以 1 2 2y y pt  ，
2

1 2y y p  ，

所以
2

1 2 2x x pt p   ，所以 OAB△ 的重心的纵坐标 1 2 0 2
3 3

y y ptn  
  ，

又 OAB△ 的外心既在OB的垂直平分线上，也在OA的垂直平分线上，

又OA的垂直平分线方程为

2
1 1 1 1 1 1

2
11 2 2 2 4

2

y y x y y yx y y
yx p
p
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整理得
2
1

1

2
4
ypx y p

y p
    ，

同理可得OB的垂直平分线方程为
2
2

2

2
4
ypx y p

y p
    ，

则
2 2
2 1

2 1

2 2
4 4
y yp pm p m p

y p y p
       ，解得

 1 2 1 2
28 4

y y y y ptm
p


   ，

即外心的纵坐标
4
ptm  ，所以

34
2 8
3

pt
m

ptn
  .

故选：D

【点睛】方法点睛：利用韦达定理法解决直线与圆锥曲线相交问题的基本步骤如下：

（1）设直线方程，设交点坐标为  1 1
,x y 、  2 2

,x y ；

（2）联立直线与圆锥曲线的方程，得到关于 x（或 y）的一元二次方程，必要时计算；

（3）列出韦达定理；

（4）将所求问题或题中的关系转化为 1 2x x 、 21x x 的形式；

（5）代入韦达定理求解.

8．A

【分析】令 ( ) ( )t f m g n  ，得到m， n关于 t的函数式，进而可得 n m 关于 t的函数式，

构造函数利用导数研究单调性并确定最值，即可求 n m 的最小值.

【详解】令 ( ) ( )t f m g n  ，则 3em t  ，
1 ln
2 2

n t  ，

3 lnm t   ，
1
22e

t
n


 ，所以

1
22e 3 ln

t
n m t


    ，

若
1
2( ) 2e 3 ln

t
h t t


   ，则

1
2 1( ) 2e ( 0)

t
h t t

t


    ，

( ) 0h t  ，有
1
2

t  ，

当
10
2

t  时， ( ) 0h t  ， ( )h t 单调递减，

当
1
2

t  时， ( ) 0h t  ， ( )h t 单调递增， min
1( ) ln 2 1( )
2

t hh    ，

即 n m 的最小值为 ln 2 1 .

故选：A.
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