
专题 09 一次函数与几何图形综合的七种考法

类型一、面积问题

例．如图，直线 AB 的表达式为
3 6
4

y x= - + ，交 x 轴，y 轴分别与 B，A 两点，点 D 坐标为  4,0- 点 C 在线

段 AB 上，CD 交 y 轴于点 E．

(1)求点 A，B 的坐标．

(2)若CD CB= ，求点 C 的坐标．

(3)若 ACE△ 与 DOEV 的面积相等，在直线 AB 上有点 P，满足 DOC△ 与 DPC△ 的面积相等，求点 P 坐

标．

【答案】(1)    0,6 , 8,0A B ；(2)  2,4.5 ；(3)
40 8,
9 3

æ ö
ç ÷
è ø

【详解】（1）解：令 0x = ，则 6y = ，

令 0y = ，则
3 6 0
4

x- + = ，

解得： 8x = ，

∴点    0,6 , 8,0A B ；

（2）解：如图，过点 C 作CF BD^ 于点 F，



∵ CD CB= ，

∴ DF BF= ，

∵点 D 坐标为  4,0- ，点 B 的坐标为  8,0 ，

∴ 12BD = ， 8OB = ，

∴ 6BF = ，

∴ 2OF = ，

∴点 F 的坐标为  2,0 ，

即点 C 的横坐标为 2，

当 2x = 时，
3 2 6 4.5
4

y = - ´ + = ，

∴点 C 的坐标为  2,4.5 ；

（3）解：设点 C 的坐标为
3, 6
4

a aæ ö- +ç ÷
è ø

，

∵ ACE△ 与 DOEV 的面积相等，

∴ DOE COE ACE COES S S S+ = +V V V V ，即 DOC AOCS S=V V ，

∴
1 1
2 2 cOD CF x OA´ = ´ ，

即
1 3 14 6 6
2 4 2

a aæ ö´ ´ - + = ´ç ÷
è ø

，

解得：
8
3

a = ，

∴点 C 的坐标为
8 ,4
3

æ ö
ç ÷
è ø

，

设直线CD 的解析式为 y mx n= + ，

把点
8 ,4
3

æ ö
ç ÷
è ø

，  4,0- 代入得：



8 4
3
4 0

k b

k b

ì + =ï
í
ï- + =î

，解得：

3
5
12
5

k

b

ì =ïï
í
ï =
ïî

，

∴直线CD 的解析式为
3 12
5 5

y x= + ，

如图，连接OP，

∵ DOC△ 与 DPC△ 的面积相等，

∴点 O 和点 P 到距离相等，此时OP CD∥ ，

∴直线OP的解析式为
3
5

y x= ，

联立得：

3 6
4

3
5

y x

y x

ì = - +ïï
í
ï =
ïî

，解得：

40
9
8
3

x

y

ì =ïï
í
ï =
ïî

，

∴点 P 的坐标为
40 8,
9 3

æ ö
ç ÷
è ø

．

【变式训练 1】如图，直线 1 : 1l y kx= + 与 x 轴交于点D，直线 2 :l y x b= - + 与 x 轴交于点A ，且经过定点

( 1,5)B - ，直线 1l 与 2l 交于点 (2, )C m ．

(1)填空： k = ________；b = ________；m = ________；

(2)在 x 轴上是否存在一点E ，使 BCEV 的周长最短？若存在，请求出点E 的坐标；若不存在，请说明理由；

(3)若动点 P 在射线DC 上从点D开始以每秒 1 个单位的速度运动，连接 AP ，设点 P 的运动时间为 t 秒．是



否存在 t 的值，使 ACP△ 和 ADP△ 的面积比为1: 2？若存在，直接写出 t 的值；若不存在，请说明理由．

【答案】(1) 1
2 ，4，2

(2)存在，
8 ,0
7

E æ ö
ç ÷
è ø

(3)存在，
4 5
3

或 4 5

【详解】（1）∵直线 2 :l y x b= - + 与 x 轴交于点A ，且经过定点 ( 1,5)B - ，

∴ 5 1 b= + ，

∴ 4b = ，

∴直线 2 : 4l y x= - + ，

∵直线 2 : 4l y x= - + 经过点 (2, )C m ，

∴ 2 4 2m = - + = ，

∴ (2,2)C ，

把 (2,2)C 代入 1y kx= + ，得到
1
2

k = ．

∴ 1
2

k = ， 4b = ， 2m = ．

故答案为：
1
2 ，4，2；

（2）作点C 关于 x 轴的对称点C¢，连接BC¢交 x 轴于E ，连接 EC ，则 BCEV 的周长最小．

设直线BC¢的解析式为 y ax b= + ，

∵ ( 1,5)B - ， (2, 2)C ¢ - ，

∴
5

2 2
a b
a b

- + =ì
í + = -î

，

∴

7
3

8
3

a

b

ì = -ïï
í
ï =
ïî

，

∴直线BC¢的解析式为
7 8
3 3

y x= - + ，

令 0y = ，得到
8
7

x = ，

∴
8 ,0
7

E æ ö
ç ÷
è ø

，

∴存在一点E ，使 BCEV 的周长最短，
8 ,0
7

E æ ö
ç ÷
è ø

；



（3）∵点 P 在射线DC 上从点D开始以每秒 1 个单位的速度运动，直线 1
1: 1
2

l y x= + ，

∴ ( 2,0)D - ，

∵ (2,2)C ，

∴ 2 2(2 2) 2 2 5CD = + + = ，

∵点 P 的运动时间为 t 秒．

∴ DP t= ，

分两种情况：①点 P 在线段DC 上，

∵ ACP△ 和 ADP△ 的面积比为1: 2，

∴
1
2

CP
DP

= ，

∴
2
3

DP
CD

=

∴
2 42 5 5
3 3

DP = ´ = ，

∴
4 5
3

t = ；

②点 P 在线段DC 的延长线上，

∵ ACP△ 和 ADP△ 的面积比为1: 2，

∴
1
2

CP
DP

= ，

∴ 2 2 5 4 5DP = ´ = ，



∴ 4 5t =

综上：存在 t 的值，使 ACP△ 和 ADP△ 的面积比为1: 2， t 的值为
4 5
3

或 4 5 ．

【变式训练 2】在平面直角坐标系中，O 为原点，点  4,0A ，  2,0B - ，  3, 2C - ，点 D 是 y 轴正半轴上的

动点，连接CD 交 x 轴于点 E．

(1)如图①，若点 D 的坐标为  0,2 ，求 ACDV 的面积；

(2)如图②，若
1
2ABD ABCS S=V V ，求点 D 的坐标．

(3)如图③，若 BDE ACES S=△ △ ，请直接写出点 D 的坐标．

【答案】(1)5；

(2)  0,1D ；

(3)
80,
5

D æ ö
ç ÷
è ø

．

【详解】（1）解：如图，连接OC ，

 4,0AQ ，  2,0B - ，  3, 2C - ，  0,2D ，

 1 4 2 4 2 2 3 5
2ACD AOD AOC CODS S S S\ = + - = ´ ´ + ´ - ´ =V V V V ；



（2）解：
1 1 1 6 2 3
2 2 2ABD ABCS S= = ´ ´ ´ =V VQ ，

2 6 1
6

ABDSOD
AB

D\ = = = ，

 0,1D\ ；

（3）解：设  0,D m ，

直线CD 的解析式为： y kx b= + ，

则有： 2 3
m b

k b
=ì

í- = +î
，

解得：

2
3

mk

b m

- -ì =ï
í
ï =î

，

2
3

my x m- -
= + ，

令 0y = ，解得
3

2
mx

m
=

+
，

3 ,0
2

mE
m

æ ö\ ç ÷+è ø
，

 1 3 1 32 2
2 2 2 2BDE

m mS m m
m m

é ù æ ö\ = ´ - - ´ = ´ +ç ÷ê ú+ +ë û è ø
V ，

1 3 34 2 4
2 2 2ACE

m mS
m m

æ ö= ´ - ´ = -ç ÷+ +è ø
V ，

BDE ACES S=V VQ ，

1 3 32 4
2 2 2

m mm
m m

æ ö\ ´ + = -ç ÷+ +è ø
，

整理得 25 2 16 0m m+ - = ，

解得
8
5

m = 或 2m = - （不符合题意，舍去），

80,
5

D æ ö\ ç ÷
è ø

．



【变式训练 3】如图，平面直角坐标系中，直线 AB ：
1
3

y x b= - + 交 y轴于点  0,1A ，交 x轴于点B．过点  1,0E

且垂直于 x 轴的直线DE 交 AB 于点 D，P 是直线DE 上一动点，且在点 D 的上方，设  1,P n ．

(1)求直线 AB 的解析式和点 B 的坐标；

(2)求 ABPV 的面积（用含 n 的代数式表示）；

(3)当 ABPV 的面积为 2 时，以 PB为边在第一象限作等腰直角三角形BPC ，求出点 C 的坐标．

【答案】(1)
1 1
3

y x= - + ，  3,0B

(2)
3 1
2

n -

(3)  5,2 或  3,4 或  3,2

【详解】（1）解：∵直线 AB ：
1
3

y x b= - + 交 y 轴于点  0,1A ，

∴ 1b = ，

∴直线 AB 为
1 1
3

y x= - + ，

当 0y = 时，
1 1 0
3

x- + = ，

解得 3x = ，

∴  3,0B ；

（2）解：∵  1,P n ，

∴D 的横坐标为 1，

当 1x = 时，
1 21 1
3 3

y = - ´ + = ，



∴
21,
3

D æ ö
ç ÷
è ø

，

∴
2
3

PD n= - ，

∴ ABP APD BPDS S S= +V V V

   1 2 1 21 0 3 1
2 3 2 3

n næ ö æ ö= - × - + - × -ç ÷ ç ÷
è ø è ø

3 1
2

n= - ；

（3）解：根据题意，得
3 1 2
2

n - = ，

解得 2n = ，

∴  1,2P ，

①以 PB为腰时，

当 B 为直角顶点时，如图，过点 C 作CH x^ 轴于点 H，

则 90PEB PBC CHBÐ = Ð = Ð = °，PB BC= ，

∴ 90PBE BPEÐ + Ð = °， 90PBE CBHÐ + Ð = °，

∴ BPE CBHÐ = Ð ，

∴  AASBEP CHB≌V V ，

∴ 2BE CH= = ， 2PE BH= = ，

∴点  5,2C ；

当 P 为直角顶点时，如图，过点 C 作CG PE^ 于点 G，



，

则 90PEB BP CGBÐ = Ð = Ð = °，PB BC= ，

∴ 90PBE BPEÐ + Ð = °， 90BPE CPGÐ + Ð = °，

∴ BPE CPGÐ = Ð ，

∴  AASBEP PGC≌V V ，

∴ 2BE PG= = ， 2PE CG= = ，

∴点  3,4C ；

②以 PB为底时，如图，过点 C 作CG PE^ 于点 G，作CH x^ 轴于点 H，

则 90PGC CGE CHB PEB PCBÐ = Ð = Ð = ° = Ð = Ð ，CP CB= ，

∴ 90GCH PCBÐ = ° = Ð ，∴ PCG BCHÐ = Ð ，

∴∴  AASBCH PCG≌V V ，∴ BH PG= ，CH CG= ，

∴ BE BH PE PG+ = - ，即 2 2BH BH+ = - ，∴ 0BH PG= = ，∴点  3,2C ；

综上，符合题意的点 C 坐标为  5,2 或  3,4 或  3,2 ．



类型二、最值问题

例．如图，在平面直角坐标系 xOy 中，一次函数  0y kx b k= + ¹ 的图像经过  4,0A 、  0,4B 两点．

(1) k = ______，b = ______．

(2)已知  1,0M - 、  3,0N ，

①在直线 AB 上找一点 P，使PM PN= ．用无刻度直尺和圆规作出点 P（不写画法，保留作图痕迹）；

②点 P 的坐标为______；

③点 Q 在 y 轴上，那么PQ NQ+ 的最小值为______．

【答案】(1) 1- ，4；(2)①见解析；②  1,3 ；③5

【详解】（1）解：将  4,0A 、  0,4B 代入  0y kx b k= + ¹ 中，

得：
0 4
4

k b
b

= +ì
í =î

，解得；
1

4
k
b

= -ì
í =î

，故答案为： 1- ，4；

（2）①如图，点 P 即为所求；



②由作图可知：点 P 在MN 的垂直平分线上，

∵  1,0M - 、  3,0N ，

∴点 P 的横坐标为 1，代入 4y x= - + 中，

得： 1 4 3y = - + = ，

∴  1,3P ；

③∵  3,0N ，

∴点 N 关于 y 轴对称点为  3,0N ¢ - ，

则QN QN ¢= ，

∴ PQ NQ PQ N Q PN¢ ¢+ = + = ，

∴ PQ NQ+ 的最小值为    2 23 1 0 3 5- - + - = ．

【变式训练 1】在平面直角坐标系中，已知直线 l经过
1 ,3
2

Aæ ö
ç ÷
è ø

和  3, 2B - 两点，且与 x 轴， y 轴分别相交于

C ，D两点．



(1)求直线 l的表达式；

(2)若点E 在直线 AB 上，当 ODEV 的面积等于 2 时，求点E 的坐标；

(3)①在 x 轴上找一点 P ，使得 PA PB- 的值最小，则点 P 的坐标为______；

②在 x 轴上找一点Q，使得 QA QB- 的值最大，则点Q的坐标为______．

【答案】(1) 2 4y x= - + ；(2)  1,2E 或  1,6- ；(3)①
3 ,0
4

æ ö
ç ÷
è ø

②  8,0

【详解】（1）解：设直线 l的表达式是 y kx b= + ，

∵直线 l经过
1 ,3
2

Aæ ö
ç ÷
è ø

和  3, 2B - 两点，

1 3
,2

3 2

k b

k b

ì + =ï\í
ï + = -î

解得：
2

4
k
b
= -ì

í =î
，

∴直线 l的表达式是 2 4y x= - + ；

（2）在 2 4y x= - + 中，令 0x = ，则 4y = ，

∴  0, 4D ，

∴ 4OD = ，

设  , 2 4E x x- + ，

∵ ODEV 的面积等于 2，

∴
1 2
2

OD x× = ，即：
1 4 2
2

x´ ´ = ， 

∴ 1x = ± ，

∴  1,2E 或  1,6- ； 



（3）①如图，

∵ 0PA BP- ³ ，

∴当 AP BP= 时， PA BP- 最小，

故点 P 在线段 AB 的垂直平分线上，作线段 AB 的垂直平分线交 x 轴于点 P ，则点 P 即为所求．∴ PA PB= ，

设  ,0P x ， ∴ 2 2 2 21( ) 3 ( 3) 2 .
2

x x- + = - +  解得：
3
4

x = ，

故点 P 的坐标为
3 ,0
4

æ ö
ç ÷
è ø

，故答案为：
3 ,0
4

æ ö
ç ÷
è ø

；

②如图，作 B 点关于 x 轴的对称点B¢，连接 AB¢并延长交 x 轴于Q，

则 BQA QB QA Q AB¢- ¢= £- ，即，当 , ,A B Q¢ 三点共线时， QA QB- 的值最大，



∵  3, 2B - ，∴  3,2B¢ ．

设直线 AB¢的解析式为 y mx n= + ，

把 ,A B¢ 的坐标代入得

1 3
,2

3 2

m n

m n

ì + =ï
í
ï + =î

 解得

2
5

16
5

m

n

ì = -ïï
í
ï =
ïî

，

∴直线 AB¢的解析式为：
2 16
5 5

y x= - +  

当 0y = 时， 8x = ，∴  8,0Q ．

故答案为：  8,0 ．

【变式训练 2】如图，一次函数 2y x= + 的图象分别与 x 轴和 y 轴交于 C，A 两点，且与正比例函数 y kx=

的图象交于点  1,B m- ．

(1)求正比例函数的表达式；

(2)点 D 是一次函数图象上的一点，且 OCDV 的面积是 4，求点 D 的坐标；

(3)点 P 是 y 轴上一点，当BP CP+ 的值最小时，若存在，点 P 的坐标是______．

【答案】(1) y x= -

(2) ( 6, 4)- - 或 (2, 4)

(3)
2(0, )
3

P

【详解】（1）当 = 1x - 时， 1 2 1m = - + = ，

∴点 ( 1,1)B -  ，

∴1 k= - ，即 1k = - ，

∴正比例函数的表达式为 y x= -  ；

（2）设点 2( ),D n n +  ，



当 0y = 时， 2x = - ，

∴点 ( 2,0)C -  ，

∴ 2OC = ，

∵ OCDV 的面积是 4，

∴
1 2 2 4| |
2

n´ ´ + =  ，

解得： 6n = - 或 2，

∴点 D 的坐标为 ( 6, 4)- - 或 (2, 4)  ；

（3）存在，理由如下：

如图，

取点 C 关于 y 轴的对称点C¢，则PC PC¢= ,

CP BP C P BP C B¢ ¢\ + = + ³ ，

即点 P 位于C B¢ 与 x 轴的交点时，BP CP+ 最小，

∵点 ( 2,0)C -  ，

∴点 (2,0)C¢ ，

设直线BC¢的解析式为 ( 0)y ax b a= + ¹  ，

把点 (2,0)C¢ ， ( 1,1)B - 代入得 ：

2 0
1

a b
a b

+ =ì
í- + =î

，解得：

1
3

2
3

a

b

ì = -ïï
í
ï =
ïî

，

∴直线BC¢的解析式为
1 2
3 3

y x= - + ，

当 0x = 时，
2
3

y = ，
2(0, )
3

P\



【变式训练 3】如图，在平面直角坐标系内，  3,4A - ，  3,2B ，点C 在 x 轴上， AD x^ 轴，垂足为D，

BE x⊥ 轴，垂足为E ，线段 AB 交 y 轴于点F ．若 AC BC= ， ACD CBEÐ = Ð ．

(1)求点C 的坐标；

(2)如果经过点C 的直线 y kx b= + 与线段 BF 相交，求 k 的取值范围；

(3)若点 P 是 y 轴上的一个动点，当 PA PC- 取得最大值时，求BP的长．

【答案】(1) ( 1,0)- ；(2)
1 3
2

k£ £ ；(3) 5

【详解】（1）解：∵ AD x^ 轴，BE x⊥ 轴，∴ 90ADC BECÐ = Ð = °，

在 ACDV 和 CBE△ 中，

ADC CEB
ACD CBE

AC CB

Ð = Ðì
ïÐ = Ðí
ï =î

，∴ (AAS)ACD CBEV V≌ ，∴ AD CE= ，CD BE= ，

∵  3,4A - ，  3,2B ，∴ 2BE DC= = ， 3DO = ，∴ 1CO = ，∴ ( 1,0)C - ，∴点C 的坐标为： ( 1,0)- ．

（2）解：设经过点A ， B 的直线的解析式为 y mx n= + ，且  3,4A - ，  3,2B ，

∴
3 4

3 2
m n

m n
- + =ì

í + =î
，解方程组得，

1
3

3

m

n

ì = -ï
í
ï =î

，∴经过点A ， B 的直线的解析式为
1 3
3

y x= - + ，∴ (0,3)F ，

∵点 ( 1,0)C - 在直线 y kx b= + 上，∴ 0k b- =+ ，∴ b k= ，则直线的解析式表示为 y kx k= + ，

若直线经过点  3,2B ，则3 2k k+ = ，解方程得，
1
2

k = ；若直线经过点 (0,3)F ，则 3k = ，

∴ k 的取值范围是
1 3
2

k£ £ ．

（3）解：根据“三角形两边之差小于第三边”可知， PA PC AC- £ ，

∴ PA PC- 的最大值为 AC ，则点 P 为直线 AC 与 y 轴的交点，由（1）可知， 90ACBÐ = °，如图所示，



过点 B 作BQ y^ 轴于Q，根据勾股定理得， 2 2 2 2 2 2 2 2 2BP PC BC CO PO BE CE BQ QP= + = + + + = + ，

设OP t= ，则 2 2 2 2 2 21 2 4 3 (2 )t t+ + + = + + ，解方程得， 2t = ，∴ 2 2 2 23 (2 2) 5BP BQ PQ= + = + + = ，

∴当 PA PC- 取得最大值时，BP的长为5．

类型三、等腰三角形存在性问题

例．如图，在平面直角坐标系中，一次函数 2 1y x= - - 的图像分别交 x 轴、y 轴于点 A 和 B．已知点 C 的标

为  3,0- ，若点 P 是 x 轴上的一个动点．

(1)A 的坐标是______，B 的坐标是______；

(2)过点 P 作 y 轴的平行线交 AB 于点 M，交BC 于点 N，当点 P 恰好是MN 的中点时，求出 P 点坐标．

(3)若以点 B、P、C 为顶点的 BPC△ 为等腰三角形时、请求出所有符合条件的 P 点坐标．

【答案】(1)
1 ,0
2

æ ö-ç ÷
è ø

，  0, 1- ；

(2)
6 ,0
7

P æ ö-ç ÷
è ø

；

(3)
4 ,0
3

P æ ö-ç ÷
è ø

或  3,0P 或  10 3,0P - 或  10 3,0P - - ．

【详解】（1）解：一次函数 2 1y x= - - 的图像分别交 x 轴、y 轴于点 A 和 B，

令 0y = ，即 2 1 0x- - = ，

解得
1
2

x = - ，

令 0x = ，即 1y = - ，

1 ,0
2

Aæ ö-ç ÷
è ø

，  0, 1B - ，

故答案为：
1 ,0
2

æ ö-ç ÷
è ø

，  0, 1- ；

（2）设直线BC 的解析式 y kx b= + ，



将  0, 1B - ，  3,0C - 代入 y kx b= + ，

1
0 3

b
k b

- =ì
í = - +î

，

解得

1
3
1

k

b

ì = -ï
í
ï = -î

，

∴直线BC 的函数解析式
1 1
3

y x= - - ，

设点  ,0P m ，则点  , 2 1M m m- - ，点
1, 1
3

N m mæ ö- -ç ÷
è ø

，

依题意可得PM PN= ，

∴   12 1 0 0 1
3

m mæ ö- - - = - - -ç ÷
è ø

，

解得：
6
7

m = - ，
6 ,0
7

P æ ö\ -ç ÷
è ø

；

（3）设  ,0P x , 而  0, 1B -  3,0C - ，

   2 22 3 3PC x xé ù\ = - - = +ë û ， 2 2 2 21 1PB x x= + = + ， 2 2 23 1 10BC = + = ，

当PC PB= 时，有  2 23 1x x+ = + ，解得：
4
3

x = - ， 4 ,0
3

P æ ö\ -ç ÷
è ø

，

当PB BC= ,有 2 1 10x + = ，解得： 3x = ± ，

3x = - 不合题意舍去，  3,0P\ ，

当PC BC= 时，有  23 10x + = ，解得： 1 10 3x = - 或 2 10 3x = - - ，

 10 3,0P\ - 或  10 3,0P - - ，

综上所述：
4 ,0
3

P æ ö-ç ÷
è ø

或  3,0P 或  10 3,0P - 或  10 3,0P - - ，

【变式训练 1】直线 8y kx= - 与 x 轴、y 轴分别交于B C、 两点，且
4
3

OC
OB

= ．



(1)求OB的长和 k 的值：

(2)若点 A 是第一象限内直线 8y kx= - 上的一个动点，当它运动到什么位置时， AOBV 的面积是12？

(3)在（2）成立的情况下，y 轴上是否存在点 P，使 POAV 是等腰三角形？若存在，求出点 P 的坐标；若不

存在，请说明理由．（写过程）

【答案】(1) 6OB = ，
4
3

k = ；

(2)当点 A 运动到  9 4， 时， AOBV 的面积是12；

(3)  0 97， ，  0 97-， ，
970
8

æ ö
ç ÷
è ø
， ，  0 8， ．

【详解】（1）解：Q 8y kx= - ，

当 0x = 时， 8y = - ，∴点 C 的坐标为 0 8-（ ， ），∴ 8OC = ，

又Q 4
3

OC
OB

= ，∴ 6OB = ，即点 B 的坐标为  6 0， ，

将  6 0， 代入 8y kx= - ，得：6 8 0k - = ，解得，
4
3

k = ；综上所述： 6OB = ，
4
3

k = ．

（2）作 AD OB^ 于 D，

由题意得，
1 12
2

OB AD´ ´ = ，

6OB =Q ，\解得， 4=AD ，即点 A 的纵坐标为 4，
4 8 4
3

x - = ，解得， 9x = ，

∴当点 A 运动到  9 4， 时， AOBV 的面积是12；

（3）在（2）成立的情况下，y 轴上存在一点 P，使 POAV 是等腰三角形，

分四种情况考虑：



当 2
1

29 4 97OA OP = += = 时，  1 0 97P ， ；

当 3 97OA OP= = 时，  3 0 97P -， ；

当 2 2AP OP= 时，作 2P H OA^ ， AD OB^ ， 1HM OP^

2 2AP OP=Q

Q 2P 为线段OA垂直平分线与 x 轴的交点，  9 4A ， ，
1 97
2 2

OH OA\ = = ，
9 2
2

H æ ö
ç ÷
è ø

， ，  0 2M ，

设  2 0P a， ，则 2 2MP a= - ，
9
2

MH =

\在 2Rt P MHV 中，
2 2 2

2 2P H MH MP= + ，即  
2

22
2

9 2
2

P H aæ ö= + -ç ÷
è ø

在 2Rt OHPV 中，
2 2 2

2 2P H OP OH= - ，即

2

2 2
2

97
2

P H a
æ ö

= - ç ÷ç ÷
è ø

，  
22

2 29 972
2 2

a a
æ öæ ö + - =\ - ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è ø

97
8

a\ = ， 2
97
8

OP\ = ， 2
970
8

P æ ö
ç ÷
è ø
， ，

当 4 2 8O AP DA A= = = 时，  4 0 8P ， ；

综上，P 的坐标为  0 97， ，  0 97-， ，
970
8

æ ö
ç ÷
è ø
， ，  0 8， ．

【变式训练 2】在平面直角坐标系中，直线MN 交 x 轴正半轴于点 M，交 y 轴负半轴于点  0, 3N - ，

30Ð = °ONM ，作线段MN 的垂直平分线交 x 轴于点 A，交 y 轴于点 B．



(1)如图 1，求直线MN 的解析式和 A 点坐标；

(2)如图 2，过点 M 作 y 轴的平行线 l，P 是 l 上一点，若 6 3ANPS =△ ，求点 P 坐标；

(3)如图 3，点 Q 是 y 轴的一个动点，连接QM 、 AQ ，将 MAQV 沿 AQ 翻折得到 1M AQ△ ，当 1M MN△ 是等

腰三角形时，求点 Q 的坐标．

【答案】(1) 3 3y x= - ；  3,0A - ；(2)  1 3,6P ，  2 3, 18P - ．(3)  0,1Q ，  0, 3- ，  0,3 2 3± ．

【详解】（1）解： ∵  0, 3N - ， 30Ð = °ONM ，

∴ 2MN OM= ， 60NMOÐ = °，∴  2 2 22 3OM OM= + ，解得： 3OM = ，

设MN 为 y kx b= + ，∴
3

3 0

b

k b

= -ìï
í

+ =ïî
，解得：

3
3

k
b

ì =ï
í

= -ïî
，∴ : 3 3MN y x= - ，

∵ AB 垂直平分MN ，

∴ MN 的中点T 的坐标为：
3 3,

2 2
æ ö

-ç ÷ç ÷
è ø

， 30MABÐ = °，

过T 作TS AM^ 于S ，则 2 3AT ST= = ，

∴
2

2 3 3 33
2 2

AS æ ö= - =ç ÷
è ø

，∴ 3 3 3 3
2 2

AO = - = ，∴  3,0A - ．



（2）在 y 轴上取一点  0,Q y ，使得 6 3ANQS =△ ．

∵
1
2ANQS NQ OAD = × ，

∴
1 3 3 6 3
2

y´ + × = ，解得 1 9y = ， 2 15y = - ，∴  1 0,9Q ，  2 0, 15Q - ．

∵  3,0A ，  0, 3N - ，

同理可得： AN 的解析式为： 3 3y x= - - ，

作QP AN∥ 交 l于 P，∴ 1 : 3 9Q P y x= - + ，

∴ 3 3 9 6y = - ´ + =  ，即  3,6P

同理 2 3 15Q P y x= - -： ，∴  3, 18P - ．

综上：  3,6P ，  3, 18P - ．

（3）①如图，当  2
2

1 3 3 2 3MN MM= = + = 时，

由轴对称的性质可得： 1 2 3AM AM= = ，

∵  2
23 3 2 3AN = + = ，

∴ 1 1AN AM MM MN= = = ，

∴由垂直平分线的判定定理可得： AM ， 1M N 互相垂直平分，

∴ 1M 在 y 轴上，且  1 0,3M ，

设 1AQ M Q m= = ，

∴    222 3 3m m= - + ，解得： 2m = ，



∴ 1QO = ，

∴  0,1Q ．

②当 1NM NM= 时，如图，

由 2 3AN NM AM= = = ，

∴ ANMV 为等边三角形，

此时Q， N 重合，∴  0, 3Q - ；

③当 1 1M M M N= 时， 1M 在直线 AB 上，如图，

∵ 30OABÐ = °，



∴ 1 150M AOÐ = °，
1 150 75
2

QAMÐ = ´ ° = °， 15AQOÐ = °，

作 60RAOÐ = °， R 在 y 轴上，

∴ 15QAR AQRÐ = ° = Ð ， 30AROÐ = °，

∴ 2 3AR QR= = ，    2 2
2 3 3 3OR = - =  

∴  0,3 2 3Q + ；

同理：如图，当Q在K 的位置， 1M 在 H 的位置，

此时  0,3 2 3Q - ．

综上：  0,1Q 或  0, 3- 或  0,3 2 3± ．

【变式训练 3】如图，一次函数  0y kx b k= + ¹ 的图象与 x 轴交于点C ，与 y 轴交于点  0,5A ，与正比例函

数
1
2

y x= 的图象交于点 B ，且点 B 的横坐标为 2，点 P 为 y 轴上的一个动点．

(1)求 B 点的坐标和 k 、b 的值；

(2)连接CP，当 ACP△ 与 AOBV 的面积相等时，求点 P 的坐标；

(3)连接BP，是否存在点 P 使得 PABV 为等腰三角形?若存在，请求出点 P 的坐标；若不存在，请说明理

由．

【答案】(1)  2 1B ，； 2k = - ； 5b =

(2)  0,1P 或  0,9

(3)存在点 P 使得 PABV 为等腰三角形，点 P 的坐标为  0,5 2 5+ 或  0,5 2 5- 或  0, 3- 或
50,
2

æ ö
ç ÷
è ø

【详解】（1）解：将 2x = 代入
1
2

y x= ，得 1y = ，∴点 B 的坐标为  2,1 ．    

∵一次函数  0y kx b k= + ¹ 的图象与 y 轴交于点  0,5A ，∴ 5b = ，    即  5 0y kx k= + ¹ ．



将点  2,1B 代入 5y kx= + ，得 2 5 1k + = ，解得 2k = - ．

（2）解：∵  0,5A ，  2,1B ，

∴ 5OA = ， AOBV 中OA边上的高为 2，

∴
1 5 2 5
2AOBS = ´ ´ =V ，∴ 5ACPS =△ ．    

在 2 5y x= - + 中，令 0y = ，得
5
2

x = ，

∴
5 ,0
2

C æ ö
ç ÷
è ø

，即 ACP△ 中， AP 边上的高为
5
2
，

∴
1 5 5
2 2

AP× × = ，解得 4AP = ．

又∵  0,5A ，∴  0,1P 或  0,9 ．

（3）解：如图 1，过点 B 作BH y^ 轴于点 H ，

则  0,1H ，

所以 2BH = ， 4AH = ，所以 2 2 2 5AB AH BH= + = ．    

①当 AB AP= 时， 2 5AP = ．

因为  0,5A ，所以此时点 P 的坐标为  0,5 2 5+ 或  0,5 2 5- ；    

②当 AB BP= 时，由等腰三角形的性质易得PH AH= ．因为 4AH = ，所以 4PH = ．

因为  0,1H ，所以此时点 P 的坐标为  0, 3- ；    

③当PA PB= 时，如图 2，设  0,P m ，则

2 2(5 )PA m= - ， 1PH m= - ，所以 2 2 2 2 2( 1) 2PB PH BH m= + = - + ，

所以 2 2 2(5 ) ( 1) 2m m- = - + ，解得
5
2

m = ，所以此时点 P 的坐标为
50,
2

æ ö
ç ÷
è ø

．

综上可知，存在点 P 使得 PABV 为等腰三角形，点 P 的坐标为  0,5 2 5+ 或  0,5 2 5- 或  0, 3- 或
50,
2

æ ö
ç ÷
è ø

．



类型四、直角三角形存在性问题

例．如图 1，在平面直角坐标系 xOy 中，点 O 为坐标原点，直线 AB :
3y
4

x b= + 与直线 AC ： 9y kx= + 交于

点 (2, )A n ，与x轴分别交于点 0( )6,B - 和点C．点D为线段BC 上一动点，将 ABD△ 沿直线 AD 翻折得到 ADEV ，

线段 AE 交 x 轴于点 F．

(1)直线 AC 的函数表达式．

(2)当点 D 在线段BO上，点 E 落在 y 轴上时，求点 E 的坐标．

(3)若 DEFV 为直角三角形，求点 D 的坐标．

【答案】(1)
3 9
2

y x= - +

(2)  0,6 4 6E -

(3)  1,0D - 或  4,0D -

【详解】（1）解：将  6,0B - 代入直线
3:
4

AB y x b= + 中，

解得
9
2

b = ，

∴直线 AB 的解析式为
9
2

3
4

y x= + ，

将点 A 的坐标代入，得 6n = ，

∴ (2,6)A ，

将点 A 的坐标代入直线 9:A yC kx= + 中，

解得
3
2

k = - ，

∴直线 AC 的解析式为：
3 9
2

y x= - +

（2）（3）过点 A 作 AM x^ 轴于 M， AN y^ 轴于 N，则 6 2AM AN= =， ，



由折叠得 AB AE= ，

∴ 2 2 2 2AM BM AN NE+ = + ，

∴ 2 2 2 26 8 2 (6 )OE+ = + + ，

解得 4 6 6OE = - （负值已舍去），

又 E 在 y 轴负半轴，

∴  0,6 4 6E - ；

（3）分两种情况：

①当 90EDFÐ = °时，如图，

由折叠得
1 360 90 135
2

ADB ADEÐ = Ð = ° - ° = °（ ） ，

135 90 45ADO\Ð = ° - ° = °，

过 A 作 AG⊥x 轴于 G， 6AG DG\ = = ，

2OG =Q ， 4OD\ = ，∴  1,0D - ；



②当 90DFEÐ = °时，如图，

由折叠得 2 26 8 10AE AB= = + = ，BD DE= ，

 ∴ 10 6 4EF = - = ，

由 A、B 两点坐标可得： 2 6 8BF = - - =（ ） ，

设DF m= ，则 8BD m= - ，

∴ 8DE m= - ，

∴ 2 2 2(8 ) 4m m- = + ，

解得 3m = ，

∴ 3 2 1OD DF OF= - = - = ，

∴  1,0D - ，

综上，  1,0D - 或  4,0D - ．

【变式训练 1】综合与探究：如图，在平面直角坐标系中，直线 2y x= + 与 x 轴，y 轴分别交于点 A，B，与

直线
1 14
3 3

y x= - + 交于点 C．直线
1 14
3 3

y x= - + 与 x 轴交于点 D，若点 P 是线段 AD 上的一个动点，点 P 从

点 D 出发沿DA方向，以每秒 2 个单位长度匀速运动到点 A（到 A 停止运动）．设点 P 的运动时间为 st ．

(1)求点 A 和点 B 的坐标；



(2)当 ACP△ 的面积为 12 时，求 t 的值；

(3)试探究，在点 P 运动过程中，是否存在 t 的值，使 ACP△ 为直角三角形？若存在，请直接写出 t 的值；

若不存在，请说明理由．

【答案】(1)  2,0A - ，  0,2B

(2) 5t =

(3)存在，t 的值为 4 或 6

【详解】（1）解：在 2y x= + 中，令 0y = 得 2 0x + = ，

解得 2x = - ，

∴  2,0A - ，

在 2y x= + 中，令 0x = 得 2y = ，

∴  0,2B ；

（2）解：过 C 作CH x^ 轴于 H，连接CP，如图：

在
1 14
3 3

y x= - + 中，令 0y = 得：
1 14 0
3 3

x- + = ，

解得 14x = ，

∴  14,0D ，

∴ 16AD = ，

由

2
1 14
3 3

y x

y x

= +ì
ï
í

= - +ïî
，得：

2
4

x
y

=ì
í =î

，

∴  2,4C ，

∴ 4CH = ，

∵点 P 从点 D 出发沿DA方向，以每秒 2 个单位长度匀速运动到点 A，
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