
  

专题 16 函数与导数常见经典压轴小题全归类  

【命题规律】 

1、导数的计算和几何意义是高考命题的热点，多以选择题、填空题形式考查，难度较小． 

2、应用导数研究函数的单调性、极值、最值多在选择题、填空题靠后的位置考查，难度中等偏上，属

综合性问题． 

【核心考点目录】 

核心考点一：函数零点问题之分段分析法模型 

核心考点二：函数嵌套问题 

核心考点三：函数整数解问题 

核心考点四：唯一零点求值问题 

核心考点五：等高线问题 

核心考点六：分段函数零点问题 

核心考点七：函数对称问题 

核心考点八：零点嵌套问题 

核心考点九：函数零点问题之三变量问题 

核心考点十：倍值函数 

核心考点十一：函数不动点问题 

核心考点十二：函数的旋转问题 

核心考点十三：构造函数解不等式 

核心考点十四：导数中的距离问题 

核心考点十五：导数的同构思想 

核心考点十六：不等式恒成立之分离参数、分离函数、放缩法 

核心考点十七：三次函数问题 

核心考点十八：切线问题 

核心考点十九：任意存在性问题 

核心考点二十：双参数最值问题 

核心考点二十一：切线斜率与割线斜率 

核心考点二十二：最大值的最小值问题（平口单峰函数、铅锤距离） 

核心考点二十三：两边夹问题和零点相同问题 

核心考点二十四：函数的伸缩变换问题 

 

【真题回归】 



  

1．（2022·全国·统考高考真题）当 1x时，函数 ( ) ln bf x a x
x

  取得最大值 2，则 (2)f （    ） 

A． 1 B． 1

2
  C． 1

2
 D．1 

2．（2022·全国·统考高考真题）函数   cos 1 sin 1f x x x x   在区间 0,2π的最小值、最大值分别为（    ） 

A．
ππ

2 2
 ，  B．

3ππ

2 2
 ，  C．

ππ
2

2 2
 ，  D．

3ππ
2

2 2
 ，  

3．（多选题）（2022·全国·统考高考真题）已知函数 3( ) 1f x x x   ，则（    ） 

A． ( )f x 有两个极值点 B． ( )f x 有三个零点 

C．点(0,1)是曲线 ( )y f x 的对称中心 D．直线 2y x 是曲线 ( )y f x 的切线 

4．（2022·天津·统考高考真题）设 aR ，对任意实数 x，记   
2min 2, 3 5f x x x ax a     ．若 f x 至

少有 3个零点，则实数 a 的取值范围为______. 

5．（2022·全国·统考高考真题）已知
1

x x 和
2

x x 分别是函数 2( ) 2 exf x a x  （ 0a  且 1a ）的极小值点

和极大值点．若
1 2

x x ，则 a 的取值范围是____________． 

6．（2022·全国·统考高考真题）若曲线 ( )exy x a  有两条过坐标原点的切线，则 a 的取值范围是

________________． 

7．（2022·浙江·统考高考真题）已知函数 
2 2, 1,

1
1, 1,

x x
f x

x x
x

  



  



则
1

2
f f 

 
 

________；若当 [ , ]x a b 时，

1 ( ) 3f x  ，则b a 的最大值是_________． 

8．（2022·全国·统考高考真题）曲线 ln | |y x 过坐标原点的两条切线的方程为____________，____________． 

9．（2022·北京·统考高考真题）设函数 
 2

1, ,

2 , .

ax x a
f x

x x a

  


 
若 ( )f x 存在最小值，则 a 的一个取值为________；

a 的最大值为___________． 

【方法技巧与总结】 

1、求分段函数的函数值，要先确定要求值的自变量属于哪一段区间，然后代入该段的解析式求值，

当出现  f f a 的形式时，应从内到外依次求值；当给出函数值求自变量的值时，先假设所求的值在分

段函数定义区间的各段上，然后求出相应自变量的值，切记要代入检验，看所求的自变量的值是否满足

相应段自变量的取值范围． 

2、含有抽象函数的分段函数，在处理时首先要明确目标，即让自变量向有具体解析式的部分靠拢，

其次要理解抽象函数的含义和作用（或者对函数图象的影响）． 

3、含分段函数的不等式在处理上通常有两种方法：一种是利用代数手段，通过对 x进行分类讨论将

不等式转变为具体的不等式求解；另一种是通过作出分段函数的图象，数形结合，利用图象的特点解不

等式． 



  

4、分段函数零点的求解与判断方法： 

（1）直接法：直接根据题设条件构造关于参数的不等式，再通过解不等式确定参数范围； 

（2）分离参数法：先将参数分离，转化成球函数值域的问题加以解决； 

（3）数形结合法：先将解析式变形，在同一平面直角坐标系中，画出函数的图象，然后数形结合

求解． 

5、动态二次函数中静态的值： 

解决这类问题主要考虑二次函数的有关性质及式子变形，注意二次函数的系数、图象的开口、对称

轴是否存在不变的性质，二次函数的图象是否过定点，从而简化解题． 

6、动态二次函数零点个数和分布问题： 

通常转化为相应二次函数的图象与 x轴交点的个数问题，结合二次函数的图象，通过对称轴，根的

判别式，相应区间端点函数值等来考虑． 

7、求二次函数最值问题，应结合二次函数的图象求解，有三种常见类型： 

（1）对称轴变动，区间固定； 

（2）对称轴固定，区间变动； 

（3）对称轴变动，区间也变动． 

这时要讨论对称轴何时在区间之内，何时在区间之外．讨论的目的是确定对称轴和区间的关系，明

确函数的单调情况，从而确定函数的最值． 

8、由于三次函数的导函数为我们最熟悉的二次函数，所以基本的研究思路是：借助导函数的图象

来研究原函数的图象．如借助导函数的正负研究原函数的单调性；借助导函数的（变号）零点研究原函

数的极值点（最值点）；综合借助导函数的图象画出原函数的图象并研究原函数的零点… 

具体来说，对于三次函数   3 2  0f x ax bx cx d a    ＞ ，其导函数为   23 2  0f x ax bx c a    ＞ ，

根的判别式  24 3b ac  ． 

0a＞  

 23 2f x ax bx c     

判别式 0＞  0  0＜  

图象    

 3 2f x ax bx cx d     单调性 

增区间： 
1

, x ，

 
2
, x  ； 

减区间： 
1 2
, x x  

增区间： ,   增区间： ,   



  

图象    

（1）当 0≤ 时，  0f x ≥ 恒成立，三次函数 f x 在R上为增函数，没有极值点，有且只有一个零

点； 

（2）当 0≥ 时， 0f x  有两根
1

x ，
2

x ，不妨设
1 2

x x＜ ，则
1 2

2

3

bx x
a

  ，可得三次函数 f x 在

 
1

, x ， 
2
, x  上为增函数，在 

1 2
, x x 上为减函数，则

1
x ，

2
x 分别为三次函数  3 2f x ax bx cx d   

的两个不相等的极值点，那么： 

① 若  
1 2

0f x f x ＞ ，则 f x 有且只有1个零点； 

② 若  
1 2

0f x f x ＜ ，则 f x 有3个零点； 

③ 若  
1 2

0f x f x  ，则 f x 有 2个零点． 

特别地，若三次函数   3 2  0f x ax bx cx d a    ＞ 存在极值点
0

x ，且 
0

0f x  ，则 f x 地解析式为

   2

0
f x a x x x m   ． 

同理，对于三次函数   3 2  0f x ax bx cx d a    ＜ ，其性质也可类比得到． 

9、由于三次函数   3 2  0f x ax bx cx d a     的导函数  23 2f x ax bx c    为二次函数，其图象变

化规律具有对称性，所以三次函数图象也应当具有对称性，其图象对称中心应当为点 , 
3 3

b bf
a a

  
   

  
，此

结论可以由对称性的定义加以证明．事实上，该图象对称中心的横坐标正是三次函数导函数的极值点． 

10、对于三次函数图象的切线问题，和一般函数的研究方法相同．导数的几何意义就是求图象在该店

处切线的斜率，利用导数研究函数的切线问题，要区分“在”与“过”的不同，如果是过某一点，一定要设切点

坐标，然后根据具体的条件得到方程，然后解出参数即可． 

11、恒成立（或存在性）问题常常运用分离参数法，转化为求具体函数的最值问题． 

12、如果无法分离参数，可以考虑对参数或自变量进行分类讨论，利用函数性质求解，常见的是利用

函数单调性求解函数的最大、最小值． 

13、当不能用分离参数法或借助于分类讨论解决问题时，还可以考虑利用函数图象来求解，即利用数

形结合思想解决恒成立（或存在性）问题，此时应先构造函数，作出符合已知条件的图形，再考虑在给定

区间上函数图象之间的关系，得出答案或列出条件，求出参数的范围． 

14、两类零点问题的不同处理方法 

利用零点存在性定理的条件为函数图象在区间[a，b]上是连续不断的曲线，且 ( ) ( ) 0f a f b  ．． 



  

①直接法：判断-一个零点时，若函数为单调函数，则只需取值证明 ( ) ( ) 0f a f b  ． 

②分类讨论法：判断几个零点时，需要先结合单调性，确定分类讨论的标准，再利用零点存在性定理，

在每个单调区间内取值证明 ( ) ( ) 0f a f b  ． 

15、利用导数研究方程根（函数零点）的技巧 

（1）研究方程根的情况，可以通过导数研究函数的单调性、最大值、最小值、变化趋势等． 

（2）根据题目要求，画出函数图象的走势规律，标明函数极（最）值的位置． 

（3）利用数形结合的思想去分析问题，可以使问题的求解有一个清晰、直观的整体展现． 

16、已知函数零点个数求参数的常用方法 

（1）分离参数法：首先分离出参数，然后利用求导的方法求出构造的新函数的最值，根据题设条件构

建关于参数的不等式，再通过解不等式确定参数范围． 

（2）分类讨论法：结合单调性，先确定参数分类的标准，在每个小范围内研究零点的个数是否符合题

意，将满足题意的参数的各小范围并在一起，即为所求参数范围． 

 

【核心考点】 

核心考点一：函数零点问题之分段分析法模型 

【典型例题】 

例 1．（2023·浙江奉化·高二期末）若函数
3 22 ln

( )
x ex mx xf x

x
  

 至少存在一个零点，则m的取值范围为

（    ） 

A． 2
1

,e
e

 
   

 B． 2
1
,e

e
 

  
 C．

1
,e

e
 
   

 D．
1
,e

e
 

  
 

例 2．（2023·天津·耀华中学高二期中）设函数  3 22 lnf x x ex mx x    ，记 
f x

g x
x

 ，若函数 g x 至

少存在一个零点，则实数m的取值范围是 

A． 2
1, e
e

 
   

 B． 2
10,e
e

 
  

 

C． 2
1e ,
e

 
  

 
 D． 2 2

1 1e ,e
e e

 
    

 

例 3．（2023·湖南·长沙一中高三月考（文））设函数  2 2
x

xf x x x a
e

    （其中 e为自然对数的底数），若

函数 f x 至少存在一个零点，则实数 a 的取值范围是（    ） 

A．
1

(0,1 ]
e

  B．
1

(0, ]e
e

  C．
1

[ , )e
e

  D．
1

( ,1 ]
e

  

核心考点二：函数嵌套问题 

【典型例题】 



  

例 4．（2023·全国·高三专题练习）已知函数 2( ) ( 1) xf x x x e   ，设关于 x的方程 2
5

( ) ( ) ( )f x mf x m R
e

   有

n个不同的实数解，则n的所有可能的值为 

A．3  B．1或3  C．4或6 D．3或4或6 

例 5．（2023·全国·高三专题练习（文））已知函数  | |
1

2
xf x e  ， 

 

1
1, 0

2
1 ln , 0

x x
g x

x x x


 


  

若关于 x 的方程

  0g f x m  有四个不同的解，则实数 m 的取值集合为（    ） 

A．
ln2

0,
2

 
 
 

 B．
ln 2

,1
2

 
 
 

 C．
ln 2

2

 
 
 

 D．0,1  

例 6．（2023·河南·高三月考（文））已知函数 
ln

xf x
x

 ，若关于 x的方程  2 1 0f x af x a      有且仅

有三个不同的实数解，则实数 a 的取值范围是(    ) 

A． 2e,1 e   B． 1 e,0  C． ,1 e  D． 1 e,2e  

核心考点三：函数整数解问题 

【典型例题】 

例 7．（2023·福建宁德·高三）当 1x 时， 4 1 ln ln 3k x x x x    恒成立，则整数k的最大值为（    ） 

A． 2  B． 1 C． 0  D．1 

例 8．（2023·江苏·苏州大学附属中学高三月考）已知 a Z ，关于 x的一元二次不等式 2 6 0x x a   的解集

中有且仅有 3 个整数，则所有符合条件的 a 的值之和是（    ） 

A．13 B．21 C．26 D．30 

例 9．（2023·江苏宿迁·高一月考）用符号[x]表示不超过 x 的最大整数（称为 x的整数部分），如[﹣1.2]=﹣2，

[0.2]=0，[1]=1，设函数 f（x）=（1﹣lnx）（lnx﹣ax）有三个不同的零点 x
1
，x

2
，x

3
，若[x

1
]+[x

2
]+[x

3
]=6，则

实数 a 的取值范围是（    ） 

A．
1

0,
e

 
 
 

 B．
ln3 1

,
3 e

 
 
 

 C．
ln 2 1

,
2 e

 
 
 D．

ln 2 ln 3
,

2 3

 
 
 

核心考点四：唯一零点求值问题 

【典型例题】 

例 10．（2023·安徽蚌埠·模拟预测（理））已知函数     2 ln 1 lnf x x x a x     有唯一零点，则 a （    ） 

A． 0  B．
1

2
  C．1 D．2  

例 11．（2023·辽宁沈阳·模拟预测）已知函数 ,g x h x 分别是定义在R上的偶函数和奇函数，且

  xg x h x e x   ，若函数   1 22 1 6xf x g x     有唯一零点，则正实数的值为（    ） 

A． 1

2
 B．

1

3
 C．2  D．3  



  

例 12．（2023·新疆·莎车县第一中学高三期中）已知函数 g x ， h x 分别是定义在R上的偶函数和奇函数，

且   sinxg x h e xx x   ，若函数   2020 23 2020 2xf g xx      有唯一零点，则实数的值为 

A． 1或 1

2
 B．1或

1

2
  C． 1或 2 D． 2或 1 

核心考点五：等高线问题 

【典型例题】 

例 13．（2023·陕西·千阳县中学模拟预测（理））已知函数
2

( ) log 1f x x  ，若方程 ( )f x a ( 0)a  的4个

不同实根从小到大依次为
1

x ，
2

x ，
3

x ，
4

x ，有以下三个结论：①
1 4

2x x  且
2 3

2x x  ；②当 1a 时，
1 2

1 1
1

x x
 

且
3 4

1 1
1

x x
  ；③ 2 1

3 4

0
x x
x x

  ．其中正确的结论个数为（    ） 

A． 0  B．1 C．2  D．3  

例 14．（2023·江苏省天一中学高三月考）已知函数 2( ) ( 2 ) xf x x x e  ，若方程 ( )f x a 有 3个不同的实根

 
1 2 3 1 2 3

x x x x x x ， ， ，则
2

2

a
x 

的取值范围为（    ） 

A．
1

0
e

 
  

，  B． 2
1

2e
e

 
  

，  C． 
22 ,0e  D．

 
2 22 , 2e e  

例 15．（2023·浙江·高一单元测试）已知函数   2max ,3 2f x x x  ，其中   ,
max ,

,

p p q
p q

q p q





，若方程

  3
0

2
f x ax a   有四个不同的实根

1
x 、

2
x 、

3
x 、  

4 1 2 3 4
x x x x x   ，则

1 4 2 3
x x x x  的取值范围是（   ） 

A．
9 3
,

10 2


  

 
 B．

19 3
,

10 2


  

 
 C．

3 9
,

2 10


 

 
 D．

3 19
,

2 10


 

 
 

核心考点六：分段函数零点问题 

【典型例题】 

例 16．（2023·山东青岛·高三期末）已知函数
2

|ln(1 ) , 1
( )

( 2) , 1

x x
f x

x x
  


 

，若方程 ( ) 0f x m  有 4个不相同的

解，则实数 m 的取值范围为（    ） 

A．(0,1] B．[0,1) C．(0,1) D．[0,1] 

例 17．（2023·全国·高三专题练习）已知函数
2

log , 1

( ) 1
1, 1

4

x x
f x

x x





 

， ( ) ( )g x f x kx  ，若函数 ( )g x 有两个零点，

则k的取值范围是（    ） 

A．
1

0,
4

 
  

 B．
1

0,
ln 2e

 
 
 

 C．
1

0,
e

 
 
 D．

1 1
,

4 2eln
 

 
 



  

例 18．（2023·江苏·高三专题练习）已知函数

2

2 , 0
( )

log , 0

x x
f x

x x
 




，函数 ( ) ( )g x f x x m   ，若 ( )g x 有两个

零点，则 m 的取值范围是（    ）． 

A．[ 1, )  B．( , 1]  C．[0, ) D．[ 1,0)  

核心考点七：函数对称问题 

【典型例题】 

例 19．（2023·安徽省滁州中学高三月考（文））已知函数 
2

2 ln , 0

3
, 0

2

x x x x
f x

x x x

 



  

的图象上有且仅有四个不同

的点关于直线 1y  的对称点在 1 0kx y  的图象上,则实数k的取值范围是 

A．
1
,1

2

 
 
 

 B．
1 3
,

2 4

 
 
 

 C．
1
,1

3

 
 
 

 D．
1
,2

2

 
 
 

 

例 20．（2023·全国·高一课时练习）若直角坐标平面内的两点 P，Q 满足条件：①P，Q 都在函数 f x 的图

象上；②P，Q 关于原点对称，则称点对 ,P Q 是函数 f x 的一个“友好点对”（注：点对 ,P Q 与 ,Q P 看

作同一个“友好点对”）．已知函数  2

2

log , 0

4 , 0

x x
f x

x x x



  

，则此函数的“友好点对”有（    ） 

A．0个 B．1个 C．2个 D．3 个 

例 21．（2023·福建·厦门一中高一竞赛）若函数 y＝f(x)图象上存在不同的两点 A，B关于 y 轴对称，则称点

对[A，B]是函数 y＝f(x)的一对“黄金点对”（注：点对[A，B]与[B，A]可看作同一对“黄金点对”）已知函数

2

2

2 9, 0

( ) 4 ,0 4

12 32, 4

x x
f x x x x

x x x

 


    
   

，则此函数的“黄金点对”有（    ） 

A．0对 B．1对 C．2对 D．3 对 

核心考点八：零点嵌套问题 

【典型例题】 

例 22．（2023·湖北武汉·高三月考）已知函数 2( ) ( ) ( 1)( ) 1x xf x xe a xe a    有三个不同的零点
1 2 3
, ,x x x .其中

1 2 3
x x x  ，则 31 2

2
1 2 3

(1 )(1 )(1 )xx xx e x e x e   的值为（    ） 

A．1 B． 2( 1)a   C． 1 D．1 a  

例 23．（2023·全国·模拟预测（理））已知函数
2

( )
e ex x

x axf x a 
   
 

有三个不同的零点
1 2 3
, ,x x x  （其中

1 2 3
x x x  ），则

31 2

2

31 21 1 1
e e exx x

xx x    
     

   
 的值为 

A．1 B． 1 C． a  D． a  

例 24．（2023·浙江省杭州第二中学高三开学考试）已知函数    2ln lnf x ax x x x x    ，有三个不同的



  

零点，（其中
1 2 3

x x x  ），则
2

31 2

1 2 3

lnln ln
1 1 1

xx x
x x x

   
     

   
的值为 

A． 1a   B．1 a  C．-1 D．1 

核心考点九：函数零点问题之三变量问题 

【典型例题】 

例 25．（2023·全国·高三）若存在两个正实数 x、 y，使得等式3 (2 4 )(ln ln ) 0x a y ex y x    成立，其中 e为

自然对数的底数，则实数 a 的取值范围是（    ）． 

A．( )0，  

B． 3
( 0) [ )

2e
  ， ，  

C．
3

(0 ]
2e

，  

D．
3

[ )
2e

，  

例 26．（2023·山东枣庄·高二期末）对于任意的实数 [1,e]x ，总存在三个不同的实数 y，使得

ln 0
yexy x ay

y
   成立，其中 e为自然对数的底数，则实数 a 的取值范围是 

A．
2

( , )
4

e
  B．

2
( ,0)

4

e
  C．

2
[ , )

4

e
  D．

2
( , )

4

e
  

例 27．（2023·四川省新津中学高三月考（理））若存在两个正实数 ,x y，使得等式 3 3 0
y
xx e ay  成立，其中 e

为自然对数的底数，则实数 a 的取值范围为 

A．
2

[ , )
8

e
 B．

3
(0, ]

27

e
 C．

3
[ , )
27

e
 D．

2
(0, ]

8

e
 

核心考点十：倍值函数 

【典型例题】 

例 28．（河南省郑州市第一中学 2022-2023 学年高三上学期期中考试数学（理）试题）对于函数 y f x ，

若存在区间 ,a b ，当  ,x a b 时的值域为  , 0ka kb k  ，则称 y f x 为k倍值函数.若  2xf x e x  是k

倍值函数，则实数k的取值范围是（    ） 

A． 1,e  B． 2,e  C．
1
,e

e
 

  
 

 D． ,e
e
 

  
 

 

例 29．（2023·四川·内江市教育科学研究所高二期末（文））对于函数 y f x ，若存在区间 ,a b ，当  ,x a b

时， f x 的值域为 ,ka kb ，则称 y f x 为k倍值函数.若  xf x e 是k倍值函数，则k的取值范围为（    ） 

A．
1

0,
e

 
 
 

 B．1,e  C． ,e  D．
1
,

e
 

 
 

 



 

．（ 吉林·长春十一高高二期中（理））对于函数 f x ，若存在区间 a b ，当  ,x a b 时， f x

的值域为 ,ka kb ，则称 y f x 为k倍值函数．若  lnf x x x  是k倍值函数，则k的取值范围为（    ） 

A．
1

0,
e

 
 
 

 B．
1
,

e
 

 
 

 C．
1

1, 1
e

 
 

 
 D．

1
1,

e
 

  
 

 

核心考点十一：函数不动点问题

【典型例题】 

例 31．（2023·广东海珠·高三期末）设函数 ( ) exf x x a   （ a R e ， 为自然对数的底数），若曲线

3 10 10sin cos
10 10

y x x  上存在点
0 0

( )x y， 使得
0 0

( )f y y ，则 a 的取值范围是（    ） 

A．
1 e
[ 1]

e


 B．
1 e
[ e 1]

e


，  C．[1 e 1]，  D．[1,e]  

例 32．（2023·山西省榆社中学高三月考（理））若存在一个实数 ，使得 F t t 成立，则称 t 为函数 F x 的

一个不动点.设函数  1( )xg x e e x a    (a R ，e 为自然对数的底数)，定义在 R 上的连续函数 f x 满

足   2f x f x x   ，且当 0x  时， f x x  .若存在
0

1
| ( ) (1 )

2
x x f x f x x 
    
 

，且
0

x 为函数 g x 的

一个不动点，则实数 a 的取值范围为（    ） 

A． ,
2

e 
  

 
 B． ,

2

e 
 

 
 C． ,

2

e e
 
 
 

 D． ,
2

e 
  

 
 

例 33．（2023·四川自贡·高二期末（文））设函数   1ln
2

   f x x x a a R ，若存在 1,b e (e为自然对数

的底数)，使得  f f b b ，则实数 a 的取值范围是（    ） 

A．
1
,1

2 2

 
   

e
 B．

e
1 ,ln 2 1

2

 
   

 

C．
1 ,ln 2 1
2

 
   

 D．
1
,0

2

 
  

 

核心考点十二：函数的旋转问题 

【典型例题】 

例 34．（2023·上海市建平中学高三期末）双曲线
2

2 1
3

x y  绕坐标原点 O 旋转适当角度可以成为函数 f（x）

的图象，关于此函数 f（x）有如下四个命题，其中真命题的个数为（    ） 

①f（x）是奇函数； 

②f（x）的图象过点
3 3
,

2 2

 
  
 

或
3 3
,

2 2

 
  

 
； 

③f（x）的值域是
3 3

, ,
2 2

   
       

； 
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