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专题 07 抛物线与阿基米德三角形

【突破满分数学之秒杀技巧与答题模板】：

抛物线的弦与过弦的端点的两条切线所围的三角形，这个三角形又常被称为阿基米德三角形．阿基

米德三角形的得名，是因为阿基米德本人最早利用逼近的思想证明 如下结论：
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抛物线与阿基米德三角形定理：

   如图，假设抛物线方程为 )0(22  ppyx ， 过抛物线准线
2
py  上一点 ),( 00 yxP 向抛物线引两条

切线，切点分别记为 BA, ，其坐标为 ),(),,( 2211 yxyx . 则以点 P 和两切点 BA, 围成的三角形 PAB中，有

如下的常见结论:

结论 1.直线 AB 过抛物线的焦点 F .                                   

结论 2.直线 AB 的方程为 )(
2
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证明：参见下面的例 1.也可由极点与极线得到.
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 ，显然

由于 AB 过焦点 )
2

,0( p
，代入可得

2
21 pxx  .我们得到了抛物线焦点弦

两端点坐标之间的基本关系.

结论 3.过 F 的直线与抛物线交于 BA, 两点，以 BA, 分别为切点做两条

切线，则这两条切线的交点 ),( 00 yxP 的轨迹即为抛物线的准线.

证明：过 A点的切线方程为 )( 11 yypxx  ，过 B 点的切线方程为 )( 22 yypxx  ，两式相除可得：
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 .这就证明了该结论.

结论 4. ABPF  .

证明：由结论 3，
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结论 5. PBAP  .

证明：
p
xk
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xk BPAP

21 ,  ,则 2
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 .由抛物线焦点弦的性质可知

2
21 pxx  ，代

入上式即可得 12
21 




p
xxkk BPAP ，故 PBAP  .
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结论 6.直线 AB 的中点为M ，则 PM 平行于抛物线的对称轴.

证明：由结论 3 的证明可知，过点 BA, 的切线的交点 P 在抛物线准线上 .且 P 的坐标为

)
2

,
2

( 2121

p
xxxx 

，显然 PM 平行于抛物线的对称轴.

【一】、定点问题

例 1、已知C 的方程为
2 1

2
x y ，过直线 1y x  上的动点Q作C 的两条切线 1 2,l l ，切点分别为 ,A B，证明：

直线 AB 恒过定点．

【详解】曲线C ：
2 1

2
x y ，即 22y x ，则 4y x  ，

设      2 2
1 1 2 2, 2 , , , , 1A x x B x x Q t t  ，

可知切线QA的斜率为 14x ，所以切线QA：  2
1 1 12 4y x x x x   ，

则  2
1 1 11 2 4t x x t x    ，整理得

2
1 12 4 1 0x tx t    ，

同理由切线QB 可得：
2
2 22 4 1 0x tx t    ，

可知： 1 2,x x 为方程 22 4 1 0x tx t    的两根，则 1 2 1 2
12 ,

2
tx x t x x 

   ，

可得直线 AB 的斜率  
2 2
1 2

1 2
1 2

2 2 2 4AB
x xk x x t
x x


   


，

设 AB 的中点为  0 0,N x y ，则  
2 2

2 21 2 1 2
0 0 1 2 1 2

2 2, 2 4 1
2 2

x x x xx t y x x x x t t 
         ，

即  2, 4 1N t t t  ，

所以直线 AB ：    24 1 4y t t t x t     ，整理得
11 4
4

y t x    
 

，

所以直线 AB 恒过定点
1 ,1
4

P  
 
 

.
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例 2、已知曲线
2

:
2
xC y  ， D 为直线

1
2

y   上的动点，过 D 作C 的两条切线，切点分别为 A， B ．

（1）证明：直线 AB 过定点．

（2）若以
5(0, )
2

E 为圆心的圆与直线 AB 相切，且切点为线段 AB 的中点，求该圆的方程．

【解析】（1）证明：设
1( , )
2

D t  ， 1(A x ， 1)y ，则 2
1 12x y ，

由于 y x  ，切线 DA的斜率为 1x ，故
1

1
1

1
2

y
x

x t





，

整理得： 1 12 2 1 0tx y   ．

设 2(B x ， 2 )y ，同理可得 2 22 2 1 0tx y   ．

故直线 AB 的方程为 2 2 1 0tx y   ．

直线 AB 过定点
1(0, )
2

；

（2）解：由（1）得直线 AB 的方程
1
2

y tx  ．

由 2

1
2

2

y tx

xy

  

 

，可得 2 2 1 0x tx   ．

于是 2
1 2 1 2 1 22 , ( ) 1 2 1x x t y y t x x t        ．

设 M 为线段 AB 的中点，则 2 1( , )
2

M t t  ，

由于 EM AB
uuuur uuur

，而 2( , 2)EM t t 
uuuur

， AB
uuur

与向量 (1, )t 平行，

2( 2) 0t t t    ，解得 0t  或 1t   ．

当 0t  时， | | 2EM 
uuuur

，所求圆的方程为 2 25( ) 4
2

x y   ；

当 1t   时， | | 2EM 
uuuur

，所求圆的方程为 2 25( ) 2
2

x y   ．
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1．在平面直角坐标系 xOy 中， M 为直线 3y x  上的动点，过点 M 作抛物线 2: 2C x y 的两条切线 MA，

MB，切点分别为 A， B ， N 为 AB 的中点．

（1）证明： MN x 轴；

（2）直线 AB 是否恒过定点？若是，求出这个定点的坐标；若不是，请说明理由．

【解析】解：（1）证明：设切点为 1(A x ，
2

1 )
2

x
， 2(B x ，

2
2 )
2

x
，

2 2x y 即 21
2

y x 的导数为 y x  ，

所以切线 MA的斜率为 1x ，切线的方程为
2

1
1 1( )

2
xy x x x   ，

设 ( , 3)M t t  ，则有
2

1
1 13 ( )

2
xt x t x    ，

化简可得 2
1 12 2 6 0x tx t    ，

同理可得 2
2 22 2 6 0x tx t    ，

所以 1x ， 2x 是方程 2 2 2 6 0x tx t    的两根，

所以 1 2 2x x t  ， 1 2 2 6x x t  ，

1 2

2N M
x xx t x

   ，

所以 MN x 轴；

（2）因为 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1( ) ( ) 3
4 4 2Ny x x x x x x t t        ，

所以 2( , 3)N t t t  ，
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以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载

或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/948057030011006065

https://d.book118.com/948057030011006065

