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一、单选题（本大题共 8 小题）

1．已知  2, 1,3AB  
uuur

，  1,4, 2AC   
uuur

，  5, 6,AD  
uuur

，若 , , ,A B C D 四点共面，则实数

   （    ）

A． 5 B． 6 C． 7 D． 8

2．如图，正四面体 ABCD 的棱长为 2，点 E，F 分别为棱 AD，BC 的中点，则

EF BA
uuur uuur

的值为（    ）

A．4 B． 4 C． 2 D．2

3．已知 n
r
为平面 的一个法向量，l 为一条直线， m

ur
为直线 l 的方向向量，则“

m n
ur r

”是“ l ∥ ”的（    ）

A．充分不必要条件 B．必要不充分条件

C．充要条件 D．既不充分也不必要条件

4．若  2,2,1A ，  0,0,1B ，  2,0,0C ，则点 A 到直线 BC 的距离为（    ）

A．
2 30

5
B．

30
5

C．
2 5

5
D．

5
5

5．空间直角坐标系 O xyz 中，经过点  0 0 0, ,P x y z 且法向量为 ( , , )m A B C
ur

的平面方

程为      0 0 0 0A x x B y y C z z      ，经过点  0 0 0, ,x y z 且一个方向向量为

 ( , , ) 0n a b c abc 
r

的直线 l 的方程为 0 0 0x x y y z z
a b c
  

  ，阅读上面的材料并解

决下列问题：现给出平面 α 的方程为 2 3 0x y z   ，经过点 (0,0,0) 的直线 l 的方

程为
1 2 3

x y z
 

 
，则直线 l 与平面 α 所成角的正弦值为（    ）

A．
5

14
B．

3
14

C．
5

13
D．

3
13

6．如图，正四棱台 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 1 12, 1AB A B  ，则 1AC
uuur

在 AB
uuur

上的投影向

量是（    ）



A．
3
4

AB
uuur

B．
5
6

AB
uuur

C．
3
8

AB
uuur

D．
5
8

AB
uuur

7．如图，四面体 A-BCD，△ABD 与△BCD 均为等边三角形，点 E、F 分别在边 AD

、BD，且满足 BF FD
uuur uuur

，
3sin
5

EBD  ，记二面角 A BD C  的平面角为  ，

1cos
3

  ，则异面直线 BE 与 CF 所成角的正弦值是（    ）

A．
35
6

B．
1
6

C．
2 6

5
D．

1
5

8．如图，四边形 ABCD， 4AB BD DA   ， 2 2BC CD  ，现将 ABD 沿 BD折起

，当二面角 A BD C  的大小在
2[ , ]

3 3
 

时，直线 AB 和 CD所成角为 ，则 cos 的

最大值为（    ）

A．
2 2 6

8


B．
6 2 2

4


C．
2 2 6

8


D．
2 2 6

4


二、多选题（本大题共 3 小题）

9．已知四面体 OABC ，则下列说法正确的是（    ）

A．若 D 为 BC 的中点，E 为 AD 的中点，则
1 1 1
2 4 4

OE OA OB OC  
uuur uuur uuur uuur

B．若四面体 OABC 是棱长为 1 的正四面体，则     1OA OB CA CB   
uuur uuur uuur uuur

C．若  1,1,0A ，  0,3,0B ，  2,2,3C ，则向量 AC
uuur

在 AB
uuur

上的投影向量是
1
5

AB
uuur

D．已知 2a OA OB OC  
r uuur uuur uuur

， 3 2b OA OB OC   
r uuur uuur uuur

， 3 7c OA OB  
r uuur uuur

，则向量 a
r
，

b
r
， c

r
不可能共面

10．如图，在三棱柱 ABC-A1B1C1 中，M，N 分别是 A1B，B1C1 上的点，且 BM=2A1M，

C1N=2B1N.设 AB a
uuur r

， AC b
uuur r

， 1AA c
uuur r

，若 90BAC  ， 1 1 60BAA CAA    ，

AB=AC=AA1=1，则下列说法中正确的是（    ）



A．
1 1 1
3 3 3

MN a b c  
uuuur r r r

B．
5

3
MN 
uuuur

C．直线 AB1 和直线 BC1 相互垂直 D．直线 AB1 和直线 BC1 所成角的余弦值

为
1
6

11．在棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， P 为棱 1BB 上一点，且 1 2B P PB ，

Q为正方形 1 1BB C C 内一动点（含边界），则下列说法中正确的是（    ）

A．若 1D Q∥平面 1A PD ，则动点 Q的轨迹是一条长为
2 2

3
的线段

B．存在点 Q，使得 1D Q⊥平面 1A PD

C．三棱锥 1Q A PD 的最大体积为
5

18

D．若 1
6

2
D Q  ，且 1D Q与平面 1A PD 所成的角为  ，则 sin 的最大值为 33

33

三、填空题（本大题共 3 小题）

12．已知  3, 2, 3a   
r

，  2, 2, 2b x  
r

，且 a
r
与 b

r
的夹角为钝角，则 x 的取值范围

是            .

13．如图，正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 的棱长是 2，S 是 1 1A B 的中点，P 是 1 1A D 的中点

，点 Q 在正方形 1 1DCC D 及其内部运动，若 //PQ 平面 1SBC ，则点 Q 的轨迹的长度

是           .

14．在平面四边形 PBCD 中， 3PB PD  ， 1BC  ， 2 2CD  ， 3BD  ，沿 BD将

PBD 向上翻折，得到四面体 ABCD，则四面体 ABCD体积的最大值为            

；若二面角 A BD C  的大小为 120°，则 2AC              .



四、解答题（本大题共 5 小题）

15．如图，在三棱柱 1 1 1ABC A B C 中， ,M N 分别是 1 1 1,A B B C 上的点，且

1 1 12 , 2A M MB B N NC 
uuuur uuur uuuur uuuur

．设 1, ,AB a AC b AA c  
uuur r uuur r uuur r

． 

(1)试用 , ,a b c
r r r

表示向量 MN
uuuur

；

(2)若 1 1 190 , 60 , 1BAC BAA CAA AB AC AA        o o
，求异面直线 MN 与 AC 的

夹角的余弦值．

16．如图一， ABCV 是等边三角形， CO为 AB 边上的高线， D， E 分别是 CA，

CB 边上的点，
1 2
3

AD BE AC   ；如图二，将 CDEV 沿 DE 翻折，使点 C 到点 P

的位置， 3PO  .

  

(1)求证： OP 平面 ABED ；

(2)求平面 BPE 与平面 PEF 夹角的正弦值.

17．如图，在四棱台 1 1 1 1ABCD A B C D 中， / /AB CD ， 2DA DC  ， 1 1 1AB C D  ，

120ADC  o， 1 1 90D DA B BA    o．

  

(1)证明：平面 1 1D C CD 平面 ABCD；

(2)若四棱台 1 1 1 1ABCD A B C D 的体积为
7 3

4
，求直线 1AA 与平面 1 1AB C 所成角的正弦

值．

18．在正方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， E 为 1 1A D 的中点，过 1AB E 的平面截此正方体，

得如图所示的多面体， F 为直线 1CC 上的动点.



  

(1)点 H 在棱 BC 上，当
1
4

CH CB 时， //FH 平面 1AEB ，试确定动点 F 在直线 1CC

上的位置，并说明理由；

(2)若 2,AB P 为底面 ABCD的中心，求点 P 到平面 AEF 的最大距离.

19．已知两个非零向量 a
r
， b

r
，在空间任取一点 O，作 OA a

uuur r
， OB b

uuur r
，则 AOB

叫做向量 a
r
， b

r
的夹角，记作 ,a b

rr
，定义 a

r
与 b

r
的“向量积”为： a b

r r
是一个向量

，它与向量 a
r
， b

r
都垂直，它的模 sin ,a b a b a b 

r r rr r r
.如图，在四棱锥 P ABCD 中

，底面 ABCD为矩形， PD 底面 ABCD， 4DP DA  ，E 为 AD 上一点，

8 5AD BP 
uuur uuur

.

(1)求 AB 的长；

(2)若 E 为 AD 的中点，求二面角 P EB A  的余弦值；

(3)若 M 为 PB上一点，且满足 AD BP EM 
uuur uuur uuuur

，求  .



参考答案

1．【答案】D

【详解】若 , , ,A B C D 四点共面，则存在实数 ,x y使得 AD xAB y AC 
uuur uuur uuur

成立，

则

5 2
6 4

3 2

x y
x y

x y

 
   
  

解得

2
1

8

x
y



  
 

故选：D．

2．【答案】C

【详解】Q 1 1
2 2

EF EA AB BF DA AB BC     
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，


21 1 1 1( )

2 2 2 2
EF BA DA AB BC BA AD AB AB BC BA         
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

2 2 21 12 cos60 2 2 cos60
2 2

        2  ．

故选：C．

3．【答案】B

【分析】利用线面垂直的性质及其法向量与方向向量的关系，即可判断得出结论

.

【详解】根据题意可知，如下图所示：

若 m n
ur r

，则 l可以在平面 内，即 l  ，所以充分性不成立；

若 l ∥ ，易知 n 
r

，由线面垂直性质可知 m n
ur r

，即必要性成立；

所以可得“ m n
ur r

”是“ l ∥ ”的必要不充分条件.

故选 B.

4．【答案】A

【详解】  2,2,0BA 
uuur

，  2,0, 1BC  
uuur

，则 BA
uuur

在 BC
uuur

上的投影向量的模为

4
5

BA BC

BC




uuur uuur

uuur ，

则点 A 到直线 BC 的距离为  
2

2
22 48

5
2 30

5
B

B
A

A BC

BC

            

uuur uuur

uu
u

r
uur

u ．

故选：A.

5．【答案】A



【详解】由题设知：平面 α 的法向量 (2, 3, 1)m   
ur

，直线 l 的方向向量

)1, 2( , 3n   
r

，



且平面 α 与直线 l 相交于 (0,0,0) ，

所以直线 l 与平面 α 所成角的正弦值为
| | 5 5| cos , |

14| || | 14 14
m nm n
m n


  



ur r
ur r

ur r .

故选：A

6．【答案】A

【详解】设正四棱台 1 1 1 1ABCD A B C D 的高为 h，

所以四边形 ABCD， 1111 DCBA 是正方形，设其中心分别为 ,F E，连接 1 1,CA C A ，

如图，以 F 为原点建立空间直角坐标系，且作 1C G CF ，

由勾股定理得 1 12 2, 2CA C A  ，所以 1
22,

2
CF C E  ，

由题意得 1 //C E CF ， 1 //C G EF ，所以四边形 1EFGC 是平行四边形，

所以 1 1
2 ,

2
C E G EF C GF   ，故

2
2

CG  ，得到 1
1 1( , , )
2 2

C h ，

而 (1, 1,0), (1,1,0)A B ，所以 (0, 2,0)AB 
uuur

， 1
3 3( , , )
2 2

AC h 
uuuur

，所以 1
32 3
2

AB AC   
uuur uuuur

，

由投影向量公式得 1AC
uuur

在 AB
uuur

上的投影向量为
1 3

4
AB AC AB AB

AB AB


 
uuur uuuur uuur

uuur
uuur uuur ，故 A 正确.

故选：A

7．【答案】C

【详解】由于△ABD 与△BCD 均为等边三角形，由 BF FD
uuur uuur

可知 F 为 BD的中点，

过 E 作 EH BD ，交 BD于 H 点，连接 EH ，则 EH BD ， CF BD ,

故 ,HE FC
uuur uuur

的夹角即为二面角 A BD C  的平面角为  ，故
1cos ,
3

HE FC 
uuur uuur

，

设等边三角形的边长为 2， 

设 BE 与 CF 的夹角为 ，则
π[0, ]
2

  ，

( )CF BE CF BH HE CF HE  
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

g g g ，

即  · · cos(π ) 3 sin cos · cos ,CF BE CF HE BE EBD CF BE CF BE        
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

，

则
3 13 3 cos ,
5 3

CF BE     
 

uuur uuur
，

1 cos ,
5

CF BE 
uuur uuur

 1cos cos cos ,
5

CF BE  
uuur uuur

，即
2 6sin

5
  ，



故选：C．

8．【答案】C

【详解】解：取 BD 中点 O，连结 AO，CO，

∵AB＝BD＝DA＝4．BC＝CD 2 2 ，∴CO⊥BD，AO⊥BD，且 CO＝2，AO 2 3 ，

∴∠AOC 是二面角 A﹣BD﹣C 的平面角，

以 O 为原点，OC 为 x 轴，OD 为 y 轴，

过点 O 作平面 BCD 的垂线为 z 轴，建立空间直角坐标系，

B（0，﹣2，0），C（2，0，0），D（0，2，0），

设二面角 A﹣BD﹣C 的平面角为 θ，则
2,

3 3
      

，

连 AO、BO，则∠AOC＝θ，A（ 2 3 0 2 3cos sin ，， ），

∴  2 3 2 2 3BA cos sin 
uuur

，， ，  2 2 0CD  
uuur

，， ，

设 AB、CD 的夹角为 α，

则 cosα
1 3

2 2

cosAB CD

AB CD


 



uuur uuur

uuur uuur ，

∵
2,

3 3
      

，∴cos
1 1
2 2

     
， ，∴|1 3cos |∈[0，1+

3
2

]．

∴cos 的最大值为
2 2 6

8


．

故选 C．

9．【答案】ABC

【详解】对于 A，
1 1 1 1
2 2 2 2

OE OA AE OA AD OA AB AC        
 

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 4 4

OA OB OA OC OA OA OB OC         
 

uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur
，故 A 正确；

对于 B，因为正四面体 OABC ，所以对棱互相垂直，



   OA OB CA CB OA CA OA CB OB CA OB CB          
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

o o o o1 1 cos 60 1 1 cos90 1 1 cos90 1 1 cos 60 1             ，故 B 正确；

  

对于 C，  1,2,0AB  
uuur

，  1,1,3AC 
uuur

，所以向量 AC
uuur

在向量 AB
uuur

上的投影向量为

2
1 2 1

1 4 5
AC AB AB AB AB

AB

  
 



uuur uuur
uuur uuur uuur

uuur ，故 C 正确；

对于 D，假设向量 , ,a b c
r r r

共面，则 a xb yc 
r r r

， , Rx y  ，

所以    2 3 2 3 7OA OB OC x OA OB OC y OA OB        
uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

   3 3 7 2x y OA x y OB xOC     
uuur uuur uuur

，

所以

1 3
2 3 7

1 2

x y
x y

x

  
  
 

，解得

1
2

1
2

x

y

 

  


，

所以当
1
2

x  ，
1
2

y   时向量 , ,a b c
r r r

共面，故 D 错误.

故选：ABC.

10．【答案】ABD

【详解】A： 1 1 1 1 1
1 2
3 3

MN MA AC C N BA AC CB     
uuuur uuuur uuuur uuuur uuur uuur uuur

1
1 1 2 ( )
3 3 3

AB AA AC AB AC     
uuur uuur uuur uuur uuur

1
1 1 1
3 3 3

AB AA AC  
uuur uuur uuur

，

又 1, ,AB a AC b AA c  
r r ruuur uuur uuur

，∴
1 1 1
3 3 3

MN a b c  
uuuur r r r

.

B：∵ 1 1AB AC AA   ，∴ | | | | | | 1a b c  
r r r

.

∵ 90BAC  ，∴ 0a b 
vv

.

∵ 1 1 60BAA CAA    ，∴
1
2

a c b c   
r r r r

，

∴  2 2 2 2 21 1 5| | ( ) 2 2 2
9 9 9

MN a b c a b c a b a c b c            
uuuuv v v v vv v v v v v v v

，∴
5| |

3
MN 
uuuur

.

对于 C、D： 1 1,AB a c BC c b a    
uuuv uuuuv vv v v v

，

1 1
1 1 2 2

1 1

( ) ( )cos ,
( ) ( )

AB BC a c c b aAB BC
AB BC a c c b a

    
 

  

uuuv uuuuv vv v v vuuuv uuuuv
uuuv uuuuv vv v v v



1 1 11 1 12 2 2
61 13 1 1 1

2 2

   
 

    
，

所以 D 正确，C 错误，

故选：ABD.

11．【答案】ACD

【详解】对于 A 中，如图所示，分别在 1 1 1,BC CC 取点 ,E F ，使得

1 1 12 , 2C E B E C F CF  ，

可得 1/ /EF B C ，因为 1 1/ /A D B C ，所以 1/ /EF A D，

因为 1A D 平面 1A PD ， EF 平面 1A PD ，所以 / /EF 平面 1A PD ，

又由 1 1/ /D F A P，且 1A P 平面 1A PD ， 1D F 平面 1A PD ，所以 1 / /D F 平面 1A PD ，

又因为 1EF D F F  ，且 1,EF D F 平面 DEF ，所以平面 / /DEF 平面 1A PD ，

且平面 DEF  平面 1 1BCC B EF ，

若 1 / /D Q 平面 1A PD ，则动点 Q的轨迹为线段 EF ，且
2 2

3
EF  ，所以 A 正确；

对于 B 中，以 1D 为原点，以 1 1 1 1 1, ,D A D C D D 所在的直线分别为 , ,x y z轴，

建立空间直角坐标系，如图所示，

可得 1
2(1,0,0), (0,0,1), (1,1, )
3

A D P ，则 1 1
2( 1,0,1), (0,1, )
3

A D A P  
uuuur uuur

，

设 ( ,1, )(0 1,0 1)Q x z x z    ，可得 1 ( ,1, )D Q x z
uuuur

，

设 ( , , )m a b c
ur

是平面 1A PD 的一个法向量，则
1

1

0
2 0
3

m A D a c

m A P b c

     



   

uuuurr

uuurr ，

取 3c  ，可得 3, 2z b   ，所以 (3, 2,3)m  
ur

，

若 1D Q 平面 1A PD ，则 1 //D Q m
uuuur ur

，所以存在 R  ，使得 1D Q m
uuuur ur

，

则
3 [0,1]
2

x z    ，所以不存在点 Q，使得 1D Q 平面 1A PD ，所以 B 错误；

对于 C 中，由 1 1
2( 1,0,1), (0,1, )
3

A D A P  
uuuur uuur

，可得 1 1 1 1
13 22, ,
3 3

A D A P A D A P   
uuuur uuur uuuur uuur

，

则 1 1
2cos ,
26

A D A P 
uuuur uuur

，所以 1 1
22sin ,
26

A D A P 
uuuur uuur

，

所以
1 1 1 1

1 1 13 22 22sin 2
2 2 3 626A PDS A D A P DA P       V ,

要使得三棱锥 1Q A PD 的体积最大，只需点 Q到平面 1A PD 的距离最大，

由 1 ( 1,1, )AQ x z 
uuur

，可得点 Q到平面 1A PD 的距离
1 1 3( ) 5

22

AQ m
d x z

m


   

uuur r

r ，
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